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研究ノート

ファイナンシャル・エコノメトリックスの進展(3)

リスク分析：異常値とVaR

浪花貞夫

　ファイナンスの分野で直面するきわめて多様なリスクを認識して客観的に数値化し，予測しな

がらリスク管理を進めることは実務家にとって基本的な態度として要求される。しかし一方，小

田（2001）が指摘するように金融リスク管理はリスクの計測に限定されるのではなく，組織行

動論や企業戦略論などに広くまたがる多面的な問題であり，目的に合致したリスク分析を実行し，

最終的な経営判断に活用していく姿勢が重要である。リスク計量では唯一完全な方法が存在する

わけではなく，方法の持つ限界を明確に認識したうえで実務に適用することが要求される。これ

らを網羅的に取り上げることは本稿の目的を超えるので，以下では金融取引にともなうリスク計

量の基礎を考察する。

　３．１　金融リスク

　金融リスクは小田（2001）にしたがうと，保有する金融資産（負債）の価値が，予測不可能な

将来の出来事の結果として現在の価値から大きく減少け勣日）する可能性である。この場合に発

生するのは金融取引にともなうリスクであり，大別して，市場リスク，信用リスク，流動欧リス

ク，資金繰りリスク，オペレーショナル・リスク，その他のリスクが挙げられる。これらのうち

計量分析の対象として広くモデル化か試みられている基本的なものに，市場リスク，信用リスク

そして流動性リスクがある。

　３．２　市場リスク（マーケット・リスク）

　金融市場において異常な価格動向がみられるのは稀であるとしても，それを含めて市場価格の

変動により金融資産の価値が変動する可能性を市場リスクという。ここで市場価格には，金利，

証券価格，為替レート，株価，商品価格などが含まれる。市場価格の変動は，たとえば, 1987年

10月のＮＹ株式市場の株価下落やＬＴＣＭの破綻，それらにともなう当局の規制なども金融市場

に影響を与える。また，たとえば新たな技術関連株の頻繁な価格変動は，市場リスクの管理にお

いて新たな尺度を求めることになる。

　市場リスクの分析における代表的なアプローチに感応度分析，バリュー・アット・リスク

(VaR),シナリオ分析，ストレステストがある。

　感応度分析は，市場価格の変動が金融資産に対するリスク源泉となることから価格変動をリス

クファクターとしてとらえ，それが単位当たり変化したときの資産価格の変化する度合いを感応

度(sensitivity)と呼び，それを分析する。感応度のとらえかたも対象資産やモデルによりさまざ

まである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(644)
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　バリュー・アット・リスク（ｖａＲ:Value at Risk)は，金融資産を一定期間保有する場合に，一

定の信頼区間のもとで統計的に評価された最大損失額を表す。 ｖａＲを算定するために感応度

のほかにリスクファクターの変動可能性（ボラテイリテイ）や相関の推定値が利用される（次節参

照）。

　シナリオ分析，ストレステストはｖａＲを補完する方法として用いられることが多く，将来の

市場価格の変化あるいは価格変化に影響を与えそうな出来事を，過去の分析結果に主観的な判断

を加えて複数のシナリオを想定し，資産価値の変化を測定する。この場合，実現確率が小さくて

も深刻な事態となる場合についても分析の対象とする。

　また, VaR推定に関する問題点に，確率分布の裾野のとらえ方による過小推定や異常値発生

の場合の対応がある。これは異常値分析である。

　以下ではｖａＲについての基本的な計量的方法の例として, RiskMetrics,ボラテイリテイモデ

ルによる方法，伝統的な分位推定，また近年注目されている極値理論（ＥＶＴ）について述べる。

なお, VaRの基本的な考え方については，日本銀行(1995),小田（2001）を参照。
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リュー・アット・リスク(VaR :Value at Risk)

　ｖａＲの考え方

　ｖａＲは，ある期回においてある確率のもとでの最大損失額を表そうとするが，当局からみれ

ばｖａＲは市場において異常な事態が発生したときには最小の損失額を示すと考える。見方は異

なるが測定の方法は同様である。

　いま，時点Ｍこおいて，その後のだ期におけるポジションのリスクを考える。∠Ｈ/(だ)をＸか

ら汗剔こおける資産価値の変化とするとき，その変化を資産の通貨単位で確率変数としてとら

える。∠W(k)の累積分布関数ＣＤＦ(ｃｕｍｕlatiｖe distributionfunction)を八(功とするときｋ期間

のロングポジションのｖａＲの確率♪を

　　　　♪＝？パ∠Wik)≦ｖａＲ}＝八(ｖａＲ)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.1)

で定義する。ロングポジション保有者は∠Ｈ/(だ)＜Ｏのとき損失となるから♪が小のとき(3. 1)

式のｖａＲは負値と仮定できる。またｖａＲは，確率(1-♪)でん期に遭遇する潜在的損失は

ｖａＲより小か等しいと考える。

　ショートポジションの場合は時点Ｘから汗剔こおける資産価値の増加，すなわち∠Ｈ/(ん)＞０

のときに損失が発生すると考えると

　　　　♪＝？パ∠『(ん)≧ｖａＲ}＝1－？パ∠μ/(だ)≦VaR}

　　　　　＝1一几(ｖａＲ)

となる。♪が小さいときショートポジションのｖａＲは正値で損失を表す。

　この定義はｖａＲはＣＤＦ(八(め)の裾野に注目していることを示し，ロングの場合は左側，

ショートの場合は右側に注目しているがー∠1F(か)とすれば同様に扱える。

　１変量のＣＤＦ(八(功)と確率♪について

　　　　　xp = m打刻八{功≧♪}

は几(Ｊ)の♪分位と呼ばれ, inf　は几(功≧♪を満たす最小の実数を表わす。実際のＣＤＦは

未知であるから，その推定と分位，とくに裾野を推定することになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(645)
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　実際に応用する場合は

　①　♪の確率は，たとえば，♪＝0.01あるいは♪＝0.05

　②　期間んは，当局の指導にもよるが１日あるいは10日など

　(3)データの頻度は期間と同じである必要ないが，日次データを使うことが多い。

　(4)ＣＤＦ(几(功)あるいは分位

　⑤　ポジションの総額あるいはポートフォリオの値洗いの価値

に注意する。

　3. 3. 2　リスクメトリックス(RiskMetrics)

　JPモルガンがｖａＲ推定に関して開発したRiskMetricsは，ポートフォリオの日次収益率は連

続複利として条件付正規分布を仮定する。いま，日次対数収益率をれ，時点卜１までの情報集

合を瓦_1とするとき, rt Ft-i～Ｎ（。｡ ｎ？）を仮定する。ここでμﾊﾞよれの条件付期待値，の2は

分散である。さらに時点の推移にともない

　　　　μ戸O，の2二αのイ＋（1－α）ベー1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3.　2）

を仮定する。これによりポートフォリオの価格の対数値か＝か(乃)は階差かーか_1＝のとして，

の＝(Ｊｔ£ｔ　＼よドリフトのないＩＧＡＲＣＨ(1，1)を満たすことになる。αは，たとえば(0.9，1)

の回隔で考える。

　このモデルの利点は，多期間の収益率の条件付分布を求めることが容易なことである。たとえ

ば，汗1期から汗かの対数収益率をれ[だ]とするとき(3.2)式のＩＧＡＲＣＨ(1，1)における

条件付分布り[ん]IFは，平均ゼロ，分散鴎の正規分布とな呪ｓtの独立性の仮定から

　　　　鶴[ん]＝ｖａr(れ[ん]|瓦)

　　　　　　　＝ΣVar(の丿瓦)

により逐次求められる。rt-i =の_1＝の-iSt-

　　　　の2二の-12＋(1－α)�,-1(ε2,-1－1)

１から(3. 2)式はすべてのＭこ対して

と表わせる。j≧2に対して£(s2m-1－ 1 1 F,)＝Oから

　　　　£(鶴万IF,)二£(丿川-11瓦)　j＝2，…，ん　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.3)

となり，１期先予測ボラテイリテイはの±12＝αの2十(1－α)鴎となり, (3. 3)式から他[だ]

＝扮≒1，れ[ん]IF～yＶ(0，扮‰1)となる。

　正規分布のもとで５％の確率における境界値1.65がらん日あたりのｖａＲは

　　　　ｖａＲ＝ポジション計×1.65√ｽﾞﾃﾞ‾の±1　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.4)

となる。

　(例3. 1)

　ドイツ・マルクと米ドルの連続複利日次収益率の標本標準偏差は, 1997. 6においてほぼ0．53

％である。投資家がこのレートで１千万ドルの買い契約をしたとすると，１日の5% VaRは

　　　　１千万ドルX(1.65×0.0053)＝87,450ドル

また，１ヵ月(30日)では

　　　　１千万ドル×(√30 XI.65 ×0.0053)～478,983ドル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(646)
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　　　　図３－１　１ＢＭ株価の日次対数収益率
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となる。

　(例3.2)

　リスクメトリックスでは条件付き平均はゼロ，収益率のボラテイリテイはドリフトなしの

ＩＧＡＲＣＨ(1，1)にしたがうと仮定している。図３づに示した1962. 7. 3から1998. 12. 31ま

でのＩＢＭ株価の日次対数収益率に対して推定したモデルは

り‾ａｕ　ａt‾ＯtＢt、

の2＝0.9396の_12＋(1－0.9396)戸x_1

となる。

　Riskmetricsの利点は単純で理解も応用も容易なことである。ただし，正規分布の仮定は裾野

の厚いときには問題となる。また，投資家が複数ポジションをもつ場合，各ポジションの対数収

益率がＩＧＡＲＣＨ（1，1）にしたがうという単純な方法には限界がある。相互相関などを考慮す

べきであるという批判もある。

　3. 3. 3　ｖａＲ推定の計量分析アプローチ

　基本モデルとしてＧＡＲＣＨモデル，SVモデル，非線形ボラテイリテイ・モデルなどがある

が，基本的な考え方は，ある資産の対数収益率ｒ,の一般的な時系列モデルを基礎とするもので

平均，分散方程式をそれぞれ

り 　　　　　　♪＝φo十Σφの ●
１

　　　　ｇ
十のーΣ嗚の

　　　　j＝1

αt= (ytet

の2二αo＋Σαﾊﾞ７,づ2
j＝1

十Σβjの

　j＝1

ｊ (3.5)

　２

ｊ

で表わす。パラメータが推定されたときの条件付平均，分散の１期先予測は

(647)

(3. 6)

・
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n(i) =φo 　♪＋Σφ両±1-j
　j＝1
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－Σ6jat＋1_j
　j＝1

の2(1)＝αo＋Σ哨の±1肖2
j＝1

十Σβ

　j＝1
ﾊﾞｱﾊ+l-i

で与えられる。さらにs,を正規分布と仮定するとき時点乙までの情報を所与としてら｡1の条件

付分布はNirAl),の2(1)]であり, VaR推定のための分位は，たとえば５％では削1)－1.65の

巾となる。自由度z/のX分布を仮定するときには♪分位をt*{p)としてり(1)－な＊(♪)の(1)と

なる。

　(多期間の計測)

　時点yzでん期先の多期間ｖａＲを計測する場合，収益率れがモデル(3. 5), (3. 6)式にした

がうとするとき，想定シナリオなどの情報集合凡により予測する。たとえば，条件付平均を

ＡＲＭＡモデルにより予測するときね[だ]を時点心こおけるか期先予測とすると

　　　　ね[だ]＝ね(1)十…十りAk)

はＭＡ表現と(3.5)式のＡＲＭＡモデルから予測誤差は

　　　　eh(k)=rh+k-ね(ん)

であり，このときの期待ボラテイリテイは条件付分散

　　　　ｖａr(ら[ん]|几)＝（Ｊ≒(,,k)十(1十侭)2（Ｊ≒(,,k－1)十…十(Σ妬)2�パ1)

から求められる。ｒはＭＡ表現における係数である。たとえば，単純なモデル

　　　　れ‾μ＋ａt，　ａt‾ＧtＥt

　　　　�戸αo＋α1�,-1＋β1鴎-1

では，すべてのj＞Oに対してφ戸Ｏの場合で，分散は

　　　　�パ1)＝αo＋α1(几十β1鶴z

　　　　ｇ＼(，,k)＝αo＋(叫＋β1)(Ｊ殯(だ－1)ん＝2，…，附　　　　　　　　　　　　　　(3.7)

となる。

　(例3. 3)

　例３．２のＩＢＭの日次対数収益率についてＴsａｙ(2002)の試算は，10百万ドルのロング・ポ

ジション，１日のｖａＲ，X＝9190を推定するとき，Ｇを標準正規分布としたときのｖａＲにに％

分位で287,700ドル，１％分位で409,738ドルとなる。Ｇを自由度５のＯy布を仮定したときの

ｖａＲにに％分位で283,520ドル，１％分位のときは475,943ドルとなり，正規性を仮定した場合

と基本的には近い。ただし，標準正規分布の場合に比べて裾野の確率が小さくなるときｖａＲは

増加する。また，15日間のｖａＲを(3.7)式により５％分位で求めると, VaRは1,039,191ド

ルとなる。

　３．４　分位推定(Quantile Estimation)

　分位推定はｖａＲ推定のためのノンパラメトリックなアプローチで，収益率の分布を特に仮定

しない。たとえば，伝統的な分位推定や分位回帰がある。

　分位推定(Quantile Estimation)は予測期間内の収益率の分布は標本期間内で同じと仮定し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（648）
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ｖａＲ計測のために伝統的な分位を用いる。たとえば, Cox-Hinkley (1974)はポートフォリオの

収益率をれ，…，らとするとき，順序

　　　　r(l)≦r(2)≦…≦ｒ（功

により順序統計量を決める。また分位回帰(quantile　regression)は，確率♪を与えたときの収

益率㈲の♪分位により推定する。たとえば，金融当局による金利政策のニュースが株価収益

率に影響を与えるとき，説明変数を含むＦtの分布関数６.ｴ|瓦を用いることを考える。これに

ついてKoenker-Bassett (1978)の分位回帰は，確率♪を与えたときの収益率㈲の♪分位を

　　　　Xp = argmin^Σ吻（わーβ）

とするとき

　　　　　　　　　彭　　　　ｚ≧Oのとき

　　　　Wp(z)二|(y
に1)ｚ　ｚ＜Oのとき

として線形回帰モデル

　　　　れ二β観＋の

を推定する。石は瓦_1の要素の予測子を用いて

　　　　石|瓦-1＝in打ｙo剥称･(βo)＝ｍｉｎ}

とする。

　３．５　異常値とｖａＲ-ＥＶＴ（ＥｘtｒｅｍｅValue Ｔｈｅｏｒｙ）

　ｖａＲ推定において近年注目されているのはテイル・リスクに関するもので，たとえば，収益

率の分布はリスクの可能性が高いファット・テイル(fat tail)性をもつことに注目する。市場リ

スクにおけるｖａＲの計測においては異常値が生じたときの損失額を見積もるためにシナリオテ

ストが用いられるが，正規分布を仮定したｖａＲは大幅な価格変動が発生する確率を過小評価す

ることになる。いわば, VaRは分布の裾野に関する重要な情報を見落とす可能性があり，これ

をテイル・リスクと呼ぶ。このような異常値を計量するひとつのアプローチとして異常値理論あ

るいは極値理論（ＥＶＴ:Extreme Value Theory)がある。

　ＥＶＴは，いわば確率分布の裾野を漸近的に評価しようとするもので，単純に考えるとき，た

とえば，日次の離散間隔の資産収益率の集合凪，…，糾における最小収益率れ1）＝ｍｉｎ（1＜j

＜功｛り｝は最大収益率ｒ（1）＝ｍａｘ（1＜j＜功脱口こ比べれば最大損失を発生させる可能性の高い

ことに注目し，そのような場合のｖａＲへの適用を考えるのである。

　3. 5. 1　ＥＶＴの考え方

　ＥＶＴは，最大値など極値(extreme ｖalｕｅ)の確率的振る舞いを対象とするもので，基本的には

分布の上位ａ％のような分位に注目する。ここで問題は最大値の確率的性質が観測値の和の確率

的性質に関する統計学の大数の法則と同様の結果を得ることが困難なことである。

　いま， Tfは累積分布関数をＦ(めをもち，系列相関はなく，レンジ巨，副を[－ｏｏ，ｏｏ]とす

る。このときr(l)のＣＤＦは

　　　　瓦1(Ｊ)＝？ｒ[ｒ(1)≦剥＝1－？ｒ[ｒ(1)＞剥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(649)



166

C

Ｏ

寸
．
０

　
Ａ
；
ｉ
Ｓ
Ｕ
９
ｐ

C ｀ ヽ 1

０

○

○

－10

　立命館経済学（第55巻・第５・６号）

図３－２　異常値分布の確率密度関数

－5 Ｏ
　
Ｘ

５

(実線：ガンペル分布，点線：ワイブル分布，波線：フレシエ分布)

10

　　　　　　　　二1－？r(n>Ｘ， Ｙｏ＞Ｊ，…，ら＞ぶ)

　　　　　　　　＝１－[i-F(x)r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(３．８)

で与えられる。

　実際にはＦ(功は未知であるが，肴が無限大のとき瓦1(Ｊ)→0(x≦£), FnAx)→l(x>ぷ)で，

実際には２つの列{an), {βム(賑＞O)においてｒ(11)＝(ｒ(1)山一ふ)/らの分布が収束すること

に注目する。＊は最小を示す。{β丿は位置，{恥}はスケールパラメータとすると，独立性の仮

定から正規化した最小ｒ(11)の極限分布は

　　　　Ｆ＊(功＝に‾ｅ耶卜(1十位)14]ん≠Ｏのとき

　　　　　　　　　1 ―exp[－ｅｘp(jｒ)]　　ん＝Ｏのとき　　　　　　　　　　　　　　　(3.9)

で，ん＜ＯのときＪ＜－1yｋ，ｋ＞ＯのときＪ＞－1/k， 　k→Ｏの極限はん＝Ｏで，かは裾野の動向を

示すシェイプ・パラメータ，パラメータα＝－1/んは分布の裾野指数(tail index)と呼ばれる。

　(3.9)式の極値分布はTenkinson (1955)の一般化極値分布で, Gnedenko (1943)は極限分布

を次の３つの型に分けている。

　　　　タイプ１：ん＝Ｏガンベル族(Ｇｕmbel family)。ＣＤＦは

　　　　　　　　　Ｆ＊(Ｊ)＝1－ｅｘp[－ｅｘp(jｒ)]，－(ｘ)＜Ｊヽ＜ｏｏ　　　　　　　　　　(3.10)

　　　　タイプ２：だ＜Ｏ　フレシェ族(Frechet family)。ＣＤＦは

　　　　　　　　　F*(x)
=卜1

―exp卜(1十んＪ)14]x<-＼lだのとき

　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　それ以外　　　　　　　　(3.11)

　　　　タイプ３：ん＞Ｏワイブル族(Weibull family)。ＣＤＦは

　　　　　　　　　Ｆ＊(Ｊ)＝11‾ｅ｀p[‾(1十位)14]x<-＼lだのとき

　　　　　　　　　　　　　　　Ｏ　　　　　　　　　　　それ以外　　　　　　　　(3. 12)

要約するとFix)の裾野は最小F*(x)の極限分布を決める。図３－２はその例である。

　Fisher-Tippett定理はこれを整理し，副固の観測値旅について，ある確率分布亙と定数ら＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(650)
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　　表３－１　極値分布の最大値吸引域に属する分布

　フレシエ分布　　　　ガンベル分布　　　　ワイブル分布

コーシー分布　　　　正規分布　　　　　　一様分布

パレート分布　　　　対数正規分布　　　　ベータ分布

　　　　　　　　　　指数分布
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0，心∈7?が存在して（jも一心）/ら→Ｈのとき亙はフレシエ分布，ワイブル分布，ガンベル分

布のいずれかと同じ型とするもので，これらの分布を極値分布と呼んでいる。

　一般に用いられている連続的な分布のほとんどは３つの極値分布に収斂するといわれ，その分

布の集合を最大値吸引域（ｍａｘimｕｍ domain attraction)という。その例は表３づで，裾野が厚い

といわれる対数正規分布はガンペル分布に属するといわれるが，ガンペル分布は極値分布では比

較的裾野が薄い。リスク管理においては，安定分布，七分布を含むフレシエ分布に注目すること

が多い。

　確率密度関数は（3.9）式を微分して

　　　　戸（功＝|（1十むド（゛‾1）ｅＭ）［‾（1十む）14］だ≠Ｏのとき

　　　　　　　　　ｅｘpレーｅｘp（Ｊ）］　　　　　　　　　ん＝Ｏのとき

で表され, k = 0のときー・・＜Ｊ＜・・, k<0のときＪ＜－1/ｋ， 　k＞Ｏのときx>-＼lkである。

　これらのＥＶＴは２つの示唆を与える。第１はれのＣＤＦの裾野は特別の分布というより最小

F*(x)の極限分布によることから応用範囲は広いこと，ただし｛βn), {ajはＣＤＦに依存する。

第２は，裾野指数んはれの時間間隔に依存しないことからｖａＲへの応用も容易と考えられるこ

とである。

　ＥＶＴについては，たとえば，ダニエルソン・森本（2000），森本（2000），山井・吉羽（2002），

牧本(2004),極値に関しては，たとえば, Embrechts et a1八1997), EVTの系列依存性につい

ての拡張については，たとえば, Leadbetter et a1.(1983)を，それぞれ参照。

　3. 5. 2　推定法の例

　異常値の分布は３つのパラメータん，β。らを含み，それぞれ形，位置，スケールを表す。

推定法にはパラメトリック・アプローチ，ノンパラメトリック・アプローチがあり，推定値は標

本期間剥こ依存する。前者には最尤法，回帰法などがあり，後者にはHill (1975)の推定法があ

る。

　（ＩＢＭ株価収益率への応用例）

　Ｔsａｙ（2002）はＥＶＴをＩＢＭ株価の日次対数収益率に適用している。期回は1962. 6. 3から

1998. 12. 31で標本数は9190である。図３－３は最大部分と最小部分を表したもので, 1987年10

月のクラッシュが明らかである。そこでこの値を除き，0.5％から13％の範囲とする。

　表３－２はHill推定量で，結果は比較的安定している。図３－４はいこ対応するknig)の散布

図で,7が小のとき以外は安定している。シェイプ・パラメータはほぼ－0.30となり５％水準で０

とはいえない。負の異常値についてシェイプ・パラメータんは小さく，左側の裾野が重いこと

を示している。総じて分布はFrechet族に属しているといえることから正規性の仮定は否定され

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(651)
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図３－３　１ＢＭ株価の日次対数収益率((ａ)正値ごb)負値)
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表３－２　１ＢＭ株価の日次対数収益率のHill推定値
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表3-3, 3-4　ＴＯＰＩＸデータの基本統計量（左表）およびヒストグラム（右グラフ）

データ数　　　　　2,725

平　　均　　　－0.0↓7％

最小値　　－7.365％

最大値　　9.125%

標準偏差　　　1.204%

歪　　度　　　0.3491

尖　　度　　　8.6762

AR（1）　　0.1039

ＴＯＰＩＸ日次対数収益率
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図３－５　ＴＯＰＩＸの平均超過プロット
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る。この結論はLongin (1996)にもみられる。

　標本を１ヵ月緬＝21）から１年緬＝252）の場合について最尤法を適用した結果をTsayは次

のように要約している。

　・位置，スケール・パラメータβ。恥はμの増加とともに増大する

　・形のパラメータはμ≧63で負の異常値でほぼ安定，ただし，正の異常値で不安定

というもので，これについてもLonginの結論と類似していると述べている。

　（ＴＯＰＩＸへの応用例）

　森本（2000）はＴＯＰＩＸ日次収益率(1988-1998)について検討している。基本統計量は表３－３

３づでファットテイルの可能性がうかがわれる。ここで横軸に閥値，縦軸に実測値を用いた平

均超過プロットを正規分布，指数分布，一般パレード分布についてみると図３－５のようになり

裾野の厚さがみられる。

　3. 5. 3　ＥＶＴアプローチによるｖａＲ推定

　ＥＶＴを用いてｖａＲを推定する方法について, Longin (1999a, 1999b)の８ステップによる方

法を２つの部分に分けてみると, Partiではパラメータの推定, Part2では期間による確率から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(653)

　　　　　　　　　　　　　　凹9 946

　　　　　　　　　　　　?箆　　　262

1　　0　　4　　12　25　,ﾉ回。　　　　　　　　　　　　　　　99　25　13　　1　　4　　1　　0　　0
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ｖａＲを考えている。

　(Parti)

　資産収益率の観測期間７を重複しないで,x期を刄個に分け７＝昭とする。７＝昭十四(１≦ｍ

＜功のとき最初の四個は標本から除く。 ＥＶＴから期間ｍｉｎ{な}における位置，大きさ，シェ

イプパラメータβ。OCfii rCnが推定できるムｒ＝(ｒ－ふ)/恥を(3.9)式のＣＤＦの最尤推定量に

代入して一般化分布の確率の分位を得る。戸をロングポジションの潜在的損失の確率，ね＊を分

布の区分期間の戸分位とするとき

　　　　　　　βこ(辿臨){1－卜か(1－♪＊)]yen kn≠Oのとき
　　　　ら＊二|

β汁an£n[ ―か(1－♪＊)]　　　　　恥＝Ｏのとき　　　　　　　(3. 13)

を得る。応用においては恥≠Ｏに注目する。

　(Part2)

　下側確率♪＊を与えて(3. 13)式の分位ら＊はＥＶＴに基づく分割期間におけるｖａＲである。

次のステップは分割期間と収益率衿との関係を明らかにすることである。

　収益率の多くは系列相関はないか，あるいは小さいと仮定しているから(3.8)式の関係を利

用して

　　　　P* = Pi.rni≦r*)=l-[l-P(r,≦ら＊)]″

あるいは

　　　　1－♪＊＝[1－？(れ≦ら＊)Ｐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3. 14)

を得る。これは収益率れのｖａＲを得るための確率のあいだの関係を示す。いわば，小さな下側

確率♪については(3. 14)式により♪＊が得られるとりの♪分位はら＊であることを示している。

ここで確率P=P{n≦ら＊)である。このとき小さな確率♪に対してｖａＲは

　　　　VaR =β″‾(゛ﾉﾉら){1‾卜″かa-p)]㈹　　恥≠Ｏのとき
　　　　　　　　β。十恥巍[一刀£na-p)]　　　　　　辰＝Ｏのとき　　　　　(3. 15)

となる。

　ｖａＲ計測のために伝統的なＥＶＴを適用する方法を要約すると次のようになる。

　①　標本期間,xを選び，ｇ＝Ｔｉｎのとき分割期間{rni}(i=l.…，ｇ)を得る

　②　最尤推定量によりβ。an. knを推定

　(3)推定結果を検定

　(4)検定結果が妥当のとき(3. 15)式によりｖａＲを計測。

　ｖａＲに関する議論は多く，確率によってもｖａＲは大きく変わる。 ＥＶＴの観点から見れば

RiskMetricsの方法は異常値理論の特殊な場合といえる。

　(例3. 6) IBM株価収益率

　1962. 6. 7から1998. 12. 31のＩＢＭ株価日次対数収益率について(3. 15)式によるTsay

(2002)の試算は, n = 63のとき恥＝0.945，β。＝－2.583，恥＝－0.335である。左側確率0.01の

ときｖａＲは-3.04969であるから，10百万ドル・ロングのとき

　　　　10百万ドル×0.0304969 = 304,969ドル

となる。確率0.05のとき166,641ドルである。

　ほぼ１ヵ月のときでn = 21の場合は, an = 0.S23,ふ＝－1.902，/ら＝－0.197で，異常値分布

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(654)
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　表３－５　ＴＯＰＩＸにおけるｖａＲのボラテイリテイ
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　　　データ／モデル　　　　観測開始日　観測終了日　　平均値　　標準誤差　　最小値　　最大値

　　　　日次損益　　　　7/29/1954　7/30/1999　　　　3　　　　85　　－ 1 ,581　　　912

　　　　　正規GARCH　　　　　　　　　　　　　　　　　－１７１　　　　１０４　　－２,８２８　　　－５９

VaR　　　ＧＡＲＣＨづ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－186　　　　　109　　－2,230　　　　－６５

　　　　　EVT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－220　　　　　70　　　　－394　　　　－103

　　　　日次損益　　　　　］L/4/1996　7/30/1999　　　－ 1　　　　120　　　－ 525　　　660

　　　　　正規GARCH　　　　　　　　　　　　　　　　　－264　　　　91　　　－756　　　－143

VaR　　　ＧＡＲＣＨづ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－290　　　　　92　　　　－7↓3　　　　－↓７５

　　　　　EVT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－325　　　　　　21　　　　－394　　　　－290

　　　　日次損益　　　　　］L/4/1996　3/31/1999　　　　26　　　118　　－ 241　　　370

　　　　　正規GARCH　　　　　　　　　　　　　　　　　－259　　　　64　　　－412　　　－180

VaR　　　ＧＡＲＣＨづ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－279　　　　　6↓　　　　－421　　　　－204

　　　　　EVT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－318　　　　　　3　　　　－331　　　　－309

　　　　日次損益　　　　　4/1/1999　6/30/1999　　　　18　　　100　　　－ 201　　　660

　　　　　正規GARCH　　　　　　　　　　　　　　　　　－257　　　　37　　　－357　　　－202

VaR　　　ＧＡＲＣＨづ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－282　　　　　40　　　　－384　　　　－223

　　　　　EVT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－317　　　　　　3　　　　－319　　　　－309

注：数値は万円。１億円のポートフォリオに対する日次の損益額を示している。 ＧＡＲＣＨづはノイズがx分布にしたがうと仮定し

　　たモデル

の１％分位では－3.40013となる。

　これらの結果はＧＡＲＣＨ（１，１）を用いた例３．３の場合より小さく，分位による推定例より小

さい。これは確率の選び方によるもので，0.1％のときにはＡＲ（２）-ＧＡＲＣＨ（１，１）で546,641

ドル，ＥＴＶで666,590ドルとなる。ただし，ここでは対数収益率に独立性を仮定していること，

分割区間ではボラテイリテイが集中することがあることから適切とはいえない（たとえばTsay

（2002）の提案を参照）。

　（例3.7）ＥＶＴとＧＡＲＣＨによるｖａＲ比較

　ダニエルソン・森本（2000）は収益率の特性をリスクの観点からとらえるために非正規性と

して裾野の厚さ，ボラテイリテイのクラスタリング，分布の非対称匪および予測に注目する。そ

こでまず分布の中心の高さおよび裾野の厚さと収益率の推移においてボラテイリテイが高い時期

と低い時期があるかどうかを検討する。

　ＥＶＴは極値の振る舞いに注目するため確率変数の裾野部分のモデル化か試みられる。東証の

ＴＯＰＩＸと米国のS＆P500のｖａＲのボラテイリテイは表３－５で，正規ＧＡＲＣＨの推定精度は

高くないこと，ＥＶＴでは比較的小さなレンジにあること，クラスタリングについてはＥＶＴで

はあきらかに存在するがＧＡＲＣＨでは大幅に減少していることを示している。また表３－６は，

ｖａＲを超過するデータの多いことを示している。

　ＥＶＴに関しては新たなアプローチも提案されている。たとえばＴsａｙ（2002）は２次元ポアソ

ン過程モデルを適用してｖａＲを推定した例を挙げている。

(655)
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表３－６　ｖａＲを超過したデータ発生率（バイオレーション率）の比較

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左　　裾　　　　　　　　　右　　裾
　　モデル　　　　　データ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　95.0％　　　99.0％　　　95.0％　　　99.0％

　　　　　　　　　　TOPIX　　　　　4.50%　　　1.98%　　　4.10%　　　1.59%

　　　　　　　　　　SP500　　　　　5∠L3％　　　1.96%　　　4.81%　　　1.66%

正　規　　　　　　　TPY/USD　　　5.65%　　　2.50％　　　5.15%　　　2.09％

　　　　　　　　　　WT1　　　　　　5.08％　　　1.98%　　　4.80%　　　1.90％

　　　　　　　　　　TSE2　　　　　　4.76%　　　2.04%　　　5.06％　　　1.86％

　　　　　　　　　　TOPIX　　　　　5.14%　　　1.65％　　　4.05%　　　1.05％

　　　　　　　　　　SP500　　　　　5.47%　　　1.81％　　　4.30%　　　0.99%

正規GARCH　　　JPY/USD　　　5.57%　　　2.12%　　　4.90%　　　1.50％

　　　　　　　　　　WT1　　　　　　5.04%　　　1.71％　　　4.40%　　　1.43%

　　　　　　　　　　TSE2　　　　　　5.25%　　　1.82%　　　4.34%　　　1.22%

　　　　　　　　　　TOPIX　　　　　５.80％　　　1.25%　　　4.44%　　　0.71％

　　　　　　　　　　SP500　　　　　6.01％　　　1.28%　　　4.62%　　　0.71％

ＧＡＲＣＨづ　　　　　TPY/USD　　　6 ｡26％　　　1.34%　　　5.23%　　　0.86％

　　　　　　　　　　WT1　　　　　　6.27%　　　1.15％　　　4.68%　　　0.99％

　　　　　　　　　　TSE2　　　　　　5.39%　　　1.29%　　　4.76%　　　0.89％

　　　　　　　　　　TOPIX　　　　　5.23%　　　1.18％　　　5.38%　　　1.30％

　　　　　　　　　　SP500　　　　　5.61％　　　1.27%　　　5.55%　　　1.27%

EVT　　　　　　　　TPY/USD　　　5.51%　　　1.31%　　　6.43%　　　1.53%

　　　　　　　　　　ぺNT1　　　　　　5.08％　　　0.87%　　　5.32%　　　1.23%

　　　　　　　　　　TSE2　　　　　　5.45%　　　1.23%　　　5.75%　　　1.38%

注：チェックしたｖａＲの数はTOPIX = 12,679, SP500 = 11,133, JPY/USD = 3,593, WTI = 2,521,

　　TSE2 = 6,6660

表３－７　サンプル・ポートフォリオのペイ・オフ

　　　　　　ポートフォリオＡ　　　　　　　　　　　　　　ポートフォリオＢ

ペイ・オフ　　　損失額　　　　確　率　　　ペイ・オフ　　　損失額　　　　確　率

　　100　　　　　－ 2 ｡95　　　　50.000％　　　　　98　　　　　　－0.95　　　　50.000％

　　95　　　　　　2.05　　　　49.000％　　　　　97　　　　　　－0.05　　　　49.000％

　　50　　　　　47.05　　　　　1.000％　　　　　90　　　　　　7.05　　　　0.457%

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20　　　　　　77.05　　　　0.543%

注：ポートフォリオＢのペイ・オフが90および20となる確率は四捨五入されており正確な値では表示されていな

　　い（実際には，これら２つの事象の確率の和がＴ％で，ポートフォリオのペイ・オフの期待値が97.05となる

　　よう設定）。

　3. 5. 4　多変量極値分布：ｖａＲとショートフォール

　ｖａＲは分布の裾野に関する重要な情報を見落とす可能性のあることから山井・吉羽（2002）は

ｖａＲと期待ショートフォールのテイル・リスクの比較を行っている。期待ショートフォールは

標準的なリスク指標であるｖａＲに代わるリスク指標として提案されているもので，損益額分布

の損失部分のみを考慮する下方リスク指標といえる。テイル・リスクについては，たとえば，オ

プション・ポートフォリオにおけるＤａｎｉｅｌssｏｎ（2001）の分析，与信ポートフォリオにおける

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（656）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ポートフォリオＡポートフォリオＢ　　　　　備　　　考

ペイ・オフの期待値　　　　　　　　　　　　97.050　　　　97.050　　期待値は同じ

ｖａＲ（信頼水準99％）　　　　　　　　　　　47.050　　　　7.050　　ｖａＲはＡが大

期待ショートフォール（信頼水準99％）　　47.050　　　　45.050　　期待ショートフォールはＡが大

Lucas　eta1.（200↓）などの分析がある。山井・吉羽は，大幅な損失が発生する可能性の高いポー

トフォリオの期待ショートフォールが小さくなる場合にテイル・リスクが発生すると考えて分析

する。表３－７はサンプル・ポートフォリオのペイオフで，２つのポートフォリオＡ,Ｂのいず

れも期待値は97.05で，ポートフォリオＡでは損失が10を下回る確率は99％であるが１％の確率

で初期投資額97.05の半分近い損失47.05の発生する可能性がある。一方，ポートフォリオＢは

損失が10を下回る確率は約99．5％とＡより高いが，約0．4％の僅かな確率で77.05という初期投

資額の半分以上失われる可能性がある。期待ショートフォールとｖａＲは表３－８で，この結果

ではＢが小さいが，これは期待ショートフォールの発生確率が小さいことからリスクが小さい

と判断してしまう，という意味ではテイル・リスクが存在していることを示している。多変量極

値理論では，周辺分布が［0，1］上の一様分布となる多変量分布関数となるコピュラ関数を考え，

それが闇値を大きくすると超過値が収束することを基にしている。

　さらに山井・吉羽は日米英とエマージング18カ国の対米ドル為替レート(1993.辻1-2001.↓0.

29）を用いて単変量および多変量における分布について検討している。結果は一般化バレート分

布のもとでｖａＲあるいは期待ショートフォールがリスクを適切に表現できないことがあること

を示している。 ｖａＲと期待ショートフォールのリスクは，分布の裾野指数，スケールパラメー

タ，超過値の割合，信頼水準，損失の依存関係などのさまざまな条件の相互作用によって発生す

る。また，極値理論ではｖａＲにテイル・リスクの発生すること，リスク管理では単一指標の算

出を最終目的とすることについての問題点を示している。

　３．６　多変量時系列とボラテイリテイモデル

　各国の金融市場の依存関係は従来以上に強まっていることから複数市場のファイナンスのダイ

ナミックな構造をとらえ，収益率の関係を同時にとらえるためには多変量モデルによる分析が行

われる。

　前節までの議論は多変量モデルに一般化できる。基本的にはＶＡＲ(多変量自己回帰モデル)で

あるが，新たなモデルを必要とする場合もあり，また変数回の関係については他のモデルにより

検討する必要がある。 ＶＡＲモデル，あるいはその共和分については文献も多い。たとえば，非

線形モデルに共和分の概念を考慮して多変量モデルに拡張し裁定機会について考察した例がある

口sａｙ(2002))。

　多変量の場合の基本的な統計量として変数間の関係をとらえる相互相関行列がある。たとえば，

1926. 1から1999. 12までの図３－６に示したＩＢＭ株価とS＆P500指数の月次収益率(配当支払

を含む)の同時相関係数は0.64であるがラグ１については低い。図３－７は散布図で，表3－9(ａ)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(657)
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図３－６　１ＢＭ株価月次対数収益率とS＆P500指数（百分率）
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図３－７　１ＢＭ株価月次対数収益率とS＆P500指数（百分率）の散布図
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は統計量，（b）は相互相関で変数が多くなると特徴を捉えるのが困難になるのでＴｉａｏ-Ｂｏｘ（1981）

の簡便法により十，－，・で表したのが㈲てある。図３－８は自己相関関数（ＡＣＦ）で，負の相

関もみられる。

　また，図３－８は米国財務省証券30年物，20年物，10年物，５年物，１年物の月次収益率で，

期間は1942. 1から1999. 12までである。　１年物の変動性は他の証券より小さい。また，系列相

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（658）
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　　　　　図３－８　米国政府債の月次収益率
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表３－９　１ＢＭ株価月次対数収益率とS＆P500指数の相互相関関数

2000

2000

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ａ）基本統計

　　　　　　　　平均　　　標準誤差　　　歪度　　　　尖度　　　　最小　　　　最大

IB］N/1　　　　　　　1.240　　　　　6.729　　　　－0.237　　　　　1.917　　　　－30.37　　　　　30.10

SP5　　　　　　　　0.537　　　　　5.645　　　　－0.521　　　　　8.117　　　　-35.58　　　　　35.22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲　相互相関

　　Lag １　　　　　　　　　　Lag２　　　　　　　　　　Lag３　　　　　　　　　　Lag４　　　　　　　　　　Lag５

　.08　　　.10　　　.02　　－.06　　－.02　　－.07　　－.02　　－.03　　　.00　　　.07

　.04　　　　.08　　　　.02　　－.02　　－.07　　-.11　　　　.04　　　　02　　　　.00　　　　.08

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｃ）（b）の記号表現

　　卜］　［::］　［コ］　［::］　［:↓］

おいて・は値が小さい場合の表示

関は高く，特に長期債は大きい。表3 -10はラグ１および２の相互相関行列(ＣＣＭ)で，ラグ１

の相関が高いことを示している。

　相互相関の検定には多変量ポートマント検定がある。　１変量Ljｕｎｇ.Ｂｏｘ検定量Q(m)は

Hosking (1980, 1981),Li-McLeod (1981)により一般化され，帰無仮説弑:ρ1＝…＝伽＝Ｏに対

して，対立仮説趾z:ρ浙Ｏを検定し，自己・相互相関の有無を検定する。検定統計量には

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(659)
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表3-10　米国政府債月次収益率の満期日ごとの相互相関

　　　　　　　　Lag １　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lag２

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（緋目互相関

.10　　　.08　　　.11　　　.12　　　.16　　－.01　　　.00　　　.00　　－.03　　　.03

.10　　　.08　　　∠L2　　　∠L4　　　∠L7　　－.01　　　.00　　　.00　　－.04　　　.02

.09　　　.08　　　.09　　　.13　　　.18　　　.01　　　.01　　　.01　　－.02　　　.07

.14　　　.12　　　.15　　　.14　　　.22　　－.02　　－.01　　　.00　　－.04　　　.07

.17　　　.15　　　.21　　　.22　　　.40　　－.02　　　.00　　　.02　　　.02　　　.22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲㈱の記号表現

　　　　　　　|

＋＋＋＋＋

」　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

.... 4」　　　　　　　＋＋＋＋＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　・　・　・＋

Qk(m) ＝72Σ(1/げーぷ))tr{r;几-1八几-1)
j＝1

がある。ｎよ標本数，んはりの次元，加（Ａ）は行列Ａのトレース, rは相互共分散行列，（　つ

け転置である。

　また，関値自己回帰モデルの一般化として共和分の関係を利用した多変量関値モデルも提案さ

れている。このモデルでは，裁定機会が存在するとき利益可能である場合には取引費用や他の経

済的あるいはリスク要因によるある闇値を超えるモデルを考え，誤差修正モデル（ＥＣＭ）の適用

も試みている。多変量闇値モデルについてはBalke-Fomby (1997)を参照。

　3. 6. 1　多変量ボラテイリテイモデル

　多変量ボラテイリテイモデルは１変量モデルを一般化し，多変量の資産収益率のボラテイリテ

イの動的関係等について考察し，ポートフォリオ選択や多変量のｖａＲについての議論が展開さ

れる。

　多変量資産収益率の系列を㈲　とするとき１変量の場合のように

　　　　ｒt二μ汁の

とする。μ,＝£(川瓦-1)は過去の情報を与えたときのれの条件付期待値，の＝(α1。…，の丿

はショックあるいはイノベーション・ベクトルである。μパよ多変量時系列モデルの条件付期待

値と仮定し，平均方程式をＡＲＭＡ型ベクトル

　　　　出＝Φo十Σψ画一,－Σ鴎のｰ，
j＝1 j＝1

で表す。また，α,の条件付共分散行列Σ,＝Coｖ（副瓦。）はボラテイリテイの推移に関するモデ

ルである。ただし，実際に応用する場合は変数が多いときに注意を要する。

　ぶの対称性を利用するためにリパラメトリゼーションを行う。その方法にはたとえば，相関

係数を用いる方法，コレスキー分解による方法などがある。

（660）
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図３－９　株価指数の日次対数収益率((ａ)香港ごb)日本)

　　　　　　　　　　　㈲Hong Kong

100

100

200

200

　day

㈲Japan

day

300

300

400

400

177

　3. 6. 2　２変数ＧＡＲＣＨモデル

　多変量ボラテイリテイモデルの基本的な例として２変数ＧＡＲＣＨモデルの例を取りあげる。

　れをｋ次元の収益率系列とするとき，時間の推移に関してん(ん＋1)/2次元のベクトルΞを用

いる。ん＝２の場合でも複雑になる可能性があるので制約を課すことも多い。

　巾　定相関係数モデル

　次数を抑えるためにBollerslev (1990)は相関係数を時不変ρ21,=ρ21として定数とする。こ

のときボラテイリテイモデルはΞ＊Ｍこ関して２本の式Ξ＊片011。の2ｙとなり，ＧＡＲＣＨ(１，

１)モデルは

　　　　Ξ＊片咄＋α1のイ＋βΞ＊,_1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.16)

となる。ここでの_12＝[ait-12，α2,-12ｙ，αoは２次元正値ベクトル，α1，β1は２×２の非定符号行

列で

　　　　に]
エ
にo｣十に1α12｣に1ぁ1｣十に1β]に1ぁ1｣　　　　　　　　　　　(3.

17)

　　　　　(^22,t　　　β20　　　α21　α22　α22,£-1　　　β21　β22　(^22,t-l

のようになる。恥＝の2一石＊とするとき(3.16)式を

　　　　の2二αo＋(α1＋β1)の-12＋恥－β万一1

として，の2に関する２変数ＡＲＭＡ(１，１)モデルとする。これは１変量ＧＡＲＣＨ(１，１)モデ

ルの一般化であり，次のような結果が得られる。

　①　α1十β1のすべての固有値が正で１より小であれば，の2についての２変数ＡＲＭＡ(１，１)

　　モデルは弱定常である。これは収益率のショック過程は正値定符号の無条件共分散行列をも

　　っこと，の2の無条件分散の要素は(卵，の乍＝(7－α1－β1)-1φoで，α1,とα2,の無条件分散

　　はρ21cy1のであるｏ

　(2)α12＝β12＝Oのときαｎのボラテイリテイは心の過去のボラテイリテイに依存しない。同

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(661)
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図3－10　株価指数の日次対数収益率のボラテイリテイモデル((ａ)香港ごb)日本)
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　　様にα21＝β21＝Oのときについてもら，心についていえる。

　(3) auβ1が対角行列のとき，モデルは２本の１変量ＧＡＲＣＨ(１，１)モデルとなり，動的な

　　関連はなくなる。

　(4)予測の出発点をｈとするときボラテイリテイの１期先予測モデルは

　　　　　Ξ＊パ1)＝帥十(叱十β1)Ξ＊バぷ－1)ぷ＞１

　と表せる。

　(例3. 8. 1) 1996. 1. 1から199710. 16までの香港と日本の株価指数による日次の対数収益

率は図３－９で，標本数は469である。なお, 1997. 10. 17の金融危機の時期を除いている。香港，

日本の収益率を，それぞれら，なとするとき１変量ＧＡＲＣＨモデルの結果は

　　　　ru = 0.137ru-i +α16　dlt―OitEit,

　　　　�1x二0.164 + 0.142α21,x-1＋0.765�1,x-1

　　　　乃x＝α2ｔ，　a2f＝ＧｉtE2£，

�2x二0.085＋0.128が2j-1＋0.807�2,x-1
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となった。らのＡＲ(１)係数を除いて推定係数は有意であり, Ljung-Box統計量でもモデルは適

切としている。図3 -10は推定ボラテイリテイで，香港の変動は大きいが，日本の変動は増加傾

向にあることを示している。イノベーションの無条件分散は，香港が1.76,日本が1.31である。

　２変量ＧＡＲＣＨモデルについては次の２つを推定している。

　第１のモデルの平均方程式，分散方程式はそれぞれ

　　　　らニー0.118れ,t-Q-＼-ait

　　　　乃x＝α2£，

（662）
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図3-11　株価指数の日次対数収益率のボラテイリテイ((ａ)香港パb)日本)
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で，括弧内は標準誤差，α1,とα2,の相関係数は0.226である。推定結果は，香港，日本のボラテ

イリテイは動的に関連しているとは必ずしもいえないが，ボラテイリテイの時点は似ているとい

える。

　第２のモデルは２変量定相関係数モデルで結果は

なニー0.143ri。－6＋α1，

りt ― CL2t,

｜

0

(0

＋

378

103） ＋

0｡321

(0.135)

0｡108

(0.030)

0｡865

(0.109)

0.869

(0.028)

0

(0

172

035)

Ｕ (3. 21)

で，α1，とα2,の相関係数は0.236となった。（3.20）の結果と比べるとフイードバックの関係は

(663)

瓜一之匹見謳ﾉｽﾞﾙ

ん。Ｕ，



180　　　　　　　　　　　　　　　立命館経済学（第55巻・第５・６号）

図3 －12　1BM,ヒュレット・パッカード，インテル，メルリリンチ，モルガンスタンレーの株価月次対

　　　　　数収益率（百分率）
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より明らかといえる。また，無条件分散は１変量のモデル(3. 18), (3. 19)の結果に近いこと，

（3.20）の図3 -10と(3. 21)の図3 -11を比べると，図3 -12は両市場のボラテイリテイの相互

の影響がより明らかになっている。この時変性からTsayは時変相関モデルにより検討している。

しかし，推計した２本の２変量モデルにみられる相違から，標本数や変数を追加するなど，さら

に検討を加えることが必要であることを強調している。

　これらのモデルはより高次のボラテイリテイ・モデルに拡張できる。

　3. 6. 3　多変量解析手法の応用

多変量時系列解析で重要なものに共分散構造の分析がある。これはたとえば，多変量収益率時系

列の共分散構造はポートフォリオ選択に示唆することがあると考えられるからで，主成分分析は

代表的なものである。たとえばＴsａｙ（2002）は，相関行列からＩＢＭ,ＨＰ,lnte1，メリルリンチ，

モルガンスタンレイ各社の月次対数収益率（配当支払を含む）について1990. 1から1999. 12まで

のデータについて主成分分析を適用した。図3 -12は各社の系列，表3 -11は分析結果で，最初の

２つの固有値んおよび固有ベクトルei(i=l, 2)でほぼ72％説明しており，第１主成分は市場

要素，第２主成分は業種要素であることがうかがわれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(664)
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表3 －11　1BM,ヒュレット・パッカード，インテル，メリルリンチ，モルガンスタンレーの株

　　　　　価月次対数収益率の主成分分析

　　　　　　　　　　　　　　　　㈱　共分散行列より推定

固定値　　　　　256.16　　　　116.14　　　　64.91　　　　46.82　　　　22.11

比率　　　　　　　0.506　　　　0.229　　　　0.128　　　　0.093　　　　0.044

累積比率　　　　　0.506　　　　0.736　　　　0.864　　　　0.956　　　　1.000

固有ベクトル　　　0.246　　　　0.327　　　　0.586　　　－0.700　　　　0.018

　　　　　　　　　　0.461　　　　　0.360　　　　　0.428　　　　　0.687　　　　－0.050

　　　　　　　　　　0.409　　　　　0.585　　　　－0.683　　　　－0.153　　　　－0.033

　　　　　　　　　　0.522　　　　-0.452　　　　－0.082　　　　－0.1↓5　　　　－0.7↓0

　　　　　　　　　　0.536　　　　-0.467　　　　－0.036　　　　－0.042　　　　　0.701

　　　　　　　　　　　　　　　　㈲　相関行列より推定

固定値　　　　　　　2.4563　　　　1.1448　　　　0.6986　　　　0.4950　　　　0.2053

比率　　　　　　　0.491　　　　0.229　　　　0.140　　　　0.099　　　　0.04↓

累積比率　　　　　0.491　　　　0.720　　　　0.860　　　　0.959　　　　1.000

固有ベクトル　　　0.342　　　　0.525　　　　0.691　　　－0.362　　　－0.0↓2

　　　　　　　　　　0.474　　　　　0.314　　　　－0.043　　　　　0.820　　　　　0.050

　　　　　　　　　　0.387　　　　　0.405　　　　－0.717　　　　-0.414　　　　－0.034

　　　　　　　　　　0.503　　　　－0.481　　　　－0.052　　　　-0.147　　　　　0.701

　　　　　　　　　　0.505　　　　－0.481　　　　　0.071　　　　－0.062　　　　－0.711

表3 －12　1BM,ヒュレット・パッカード，インテル，メリルリンチ，モルガン

　　　　　スタンレーの株価月次対数収益率の因子分析

　　　　　　　　　　　　　　（ａ）主成分分析法

　　　　　　　　　　　　因子負荷量　　　　　　　　　　回転後

　　　　　　　　　　　五　　　　　　　　五　　　　　　　　五＊　　　　　　　五＊

IBM　　　　　　　0.536　　　　0.561　　　　0.011　　　　0.776

HP　　　　　　　　　0.744　　　　　0.335　　　　　0.317　　　　　0.752

インテル　　　　　　0.607　　　　　0.433　　　　　0.151　　　　　0.730

メリル　　　　　　　0.788　　　　－0.515　　　　　0.928　　　　　0.158

モルガン　　　　　　0.791　　　　－0.514　　　　　0.930　　　　　0.161

分散　　　　　　　2.4563　　　　レ1448　　　　1.8502　　　　1.7509

比率　　　　　　　0.49↓　　　　0.229　　　　0.370　　　　0.350

　　　　　　　　　　　　　　　㈲　最尤法

　　　　　　　　　　　　因子負荷量　　　　　　　　　　回転後

　　　　　　　　　　　五　　　　　　　　五　　　　　　　　五＊　　　　　　　五＊

IBM　　　　　　　O∠L91　　　　0.496　　　　0.087　　　　0.524

HP　　　　　　　　　0.394　　　　　0.689　　　　　0.247　　　　　0.755

インテル　　　　　　0.250　　　　　0.511　　　　　0.1肘　　　　　0.551

メリル　　　　　　　0.800　　　　　0.072　　　　　0.769　　　　　0.232

モルガン　　　　　　0.994　　　　－0.015　　　　　0.976　　　　　0.186

分散　　　　　　　1.8813　　　　0.9866　　　　1.6324　　　　1.2355

比率　　　　　　　0.376　　　　0.197　　　　0.326　　　　0.247

(665)
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図3－13　第１主成分とボラテイリテイ
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　多変量解析では次元数の増加にともなうパラメータの増大が問題となる。これに対して共通因

子に注目する因子分析は多変量を少数のパラメータでとらえようとする。上記５社の月次対数収

益率に因子分析を適用した結果の例は表3 -12で，相関行列によると共通要素は２つとなり上記

と同様の傾向がうかがわれる。もっともさまざまな推定法が提案されている多変量解析では，推

定結果にはさらに検討を加えることが必要であるが，ここでみられた示唆として

・主成分分析法は最尤推定量より変動性が識別できる

・因子軸の回転により，第１因子は金融関連株が，第２因子はIT株で工業関連株といえる

・バリマックス回転は最尤推定量にさほど影響を与えない

・ＩＢＭとIntelの分散は最尤推定量で大きい

などがあげられる。もっとも多変量解析は第１次分析のために行われること，他の情報で検討を

続けることが望ましいことはいうまでもない。

　ボラテイリテイ・モデルヘの適用についてはつぎのような例がある。

　(因子ボラテイリテイモデル)

　多変量ボラテイリテイ過程の動的構造をとらえる簡便法として，多変量解析で用いられる因子

分析モデルが考えられる。ボラテイリテイ・モデルでは収益率袴の期待値との差の＝ｎ－μ,の

条件付分散の推移に注目し，ボラテイリテイの共通因子を推定する。たとえば，共通因子を主成

分分析で決め，次のステップで推定することが考えられる。

　①　のの大きな変動要因と考えられるいくっかの因子を，主成分分析により推定する

　(2)主成分によりボラテイリテイモデルを構築する

　(3)系列恥のボラテイリテイと主成分のボラテイリテイを比較，検討する。

　(分析例)ＩＢＭとＳ＆Ｐの月次対数収益率によると，まず，２変量ＡＲ(３)により得られたの

の共分散行列から主成分分析を適用すると第１固有値で約82.2%を説明している。ここで第１主

因子石＝0.797α1汁0.604α2,を共通因子とする。次にｒ,に主成分分析を適用するとのの固有値

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(666)

-
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に近くなり，共通因子をXt = 0.796ru十〇｡605r2tとする。このとき共通因子の系列は図3 -13(a)の

ようになり，推定した石にＧＡＲＣＨ(１，１)を適用したときのボラテイリテイ過程は

　　　　石＝1.317＋0.096而_1＋の　の＝のSt

　　　　の2＝3.834＋0.110の_12S＋0.825の2

となり，図3 -13(b)のようになる。共通因子モデルをボラテイリテイ過程を近似するのに用いる

ことにより，これらの結果を多変量のｖａＲへ応用することが考えられる。

　３．７　今後の課題

　本稿ではファイナンスの分野で進展している実証分析の方法の基本的な部分を紹介した。この

分野の分析方法は現在なお進展しておりさまざまな方法について検討することも要求される。ま

た，高頻度データは周波数領域の分析において，従来標本数が十分でなかったことによる問題点

を新たな観点からとらえる可能性を持っている。

　また，ファイナンスの分野で重視されるリスク分析について，本稿では市場リスクを取り上げ

たが，信用リスクや流動性リスクについての実証分析も進展している。本稿はそのための出発点

である。
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