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研究ノート

ファイナンシャル・エコノメトリックスの進展②

ボラテイリテイの計測

浪花貞夫

　金融資産価格にみられるボラティリティを解析することは，収益率やポートフォリオ選択にお

ける問題に役立たせるだけでなく，デリバティブの価格付け，リスク管理におけるヘッジ方法，

ｖａＲの測定などファイナンスにおける多くの分野で重視される基本的な課題である。 Anderson-

Bollerslev (1998)は，簡潔に“Volatility permeates finance.”とその重要性を要約している。

　しかし，ボラティリティをあらかじめ予測することは困難であり，何らかの方法で近似あるい

は推定することになる。基本的な方法は標準偏差であるが, Mandelbrot (1963)やFama (1965)

が述べているようにボラティリティは時変であり安定しているわけではない。さらに相場の方向

性があり，そこにショックが加わることもある。

　ボラティリティの推定方法には，伝統的にヒストリカル・ボラティリティ（ＨＶ :Historical

Volatility)やィンプラィド・ボラティリティ（IV :Inplied Volatility)がある（後記, VaRを参照）。

一方，モデルによる推定方法も多く，代表的な方法にGARCH (Generalized ＡＲＣＨ）モデルと

SV (Stochastic Volatility)モデルがある。Engle (1982)のＡＲＣＨモデルを一般化しようとした

Bollerslev (1986)のＧＡＲＣＨモデルは過去の平方イノベーションと条件付ラグのある分散で定

式化され，一方，SVモデルは，初期のTaylor (1986), Nelson (1988)からHarvey et a1 (1994)

らによって展開され，基本的には確率的要素をもつ対数１次ＡＲ過程で表現している。両者は

いずれも１次および２次モーメント，すなわち平均，分散方程式で表現しているが，主な差異は

分散の誤差項にあるともいえる。ボラティリティは潜在的な過程であり，過去のデータに基づく

ＨＶで十分とらえられない特性をIVや日中の高頻度データを情報としたボラティリティ計測の

試みも続けられている。

　ＧＡＲＣＨモデルに比べてSVモデルは尤度関数による推定の問題もあったが，近年ではさま

ざまなSVモデルや推定方法が提案されている。

　２．１　資産収益率のボラテイリテイ

　金融資産収益率のボラテイリテイには系列相関がないという議論の多い一方で，たとえば，

Cambell-MacKinlay (1997)の高い自己相関があるという議論も広く受け入れられている。完全

に相関があればボラテイリテイは過去のデータによる分散で推定することも考えられるが，ボラ

テイリテイの時間的変化を表現しようとすれば標本数や異常値も考慮しなければならない。それ

らは近年における時変ボラテイリテイ・モデルの提案と実用化にみられる。

　（株価収益率の例）

　図２づはＦＴ株価指数収益率の系列とコレログラムで，期間は1975. 1. 2から2000.9.30

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（624）
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図２－１　ＦＴ株価指数の収益率((i)日次, (ii)週次，証)月次)
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までの日次，週次，月次系列，標本数はそれぞれ6718, 1344, 310である。収益率は時点Ｘの株

価指数を乃としたときの百分率

　　　　折二100゛(ｉｎＰt一ｉｎＰt-l),t二1，…，Ｔ

で表している。３系列とも平均の回りの振れは異なり，日次系列のボラテイリテイは相対的に大

きくみえる。 1987. 10月のクラッシュはいずれの系列にもみられ，ヒストグラムは尖度が大きく，

非対称既は低頻度系列でより明らかなようにみえる。表２づは基本統計量で，自己相関係数は，

収益率を２乗しかときにより顕著になる。

　これらの結果は，ボラテイリテイの時変性，相場の方向性，尖度の大きさなどを考慮するとラ

ンダムウオークモデルで第１近似はできるとしても他のモデルによる分析の必要さを示唆してい

る。

　２．２　時変ボラテイリテイモデル

　代表的な例として，まずＧＡＲＣＨモデルとSVモデルを取り上げ，後節で状態空回モデルを

取り上げる。

　ＧＡＲＣＨモデル，SVモデルのいずれも１次，２次モーメントを用い，平均方程式の一般形は

　　　　拓二μ汁ＯtＢｕＳt～ＮＩＤ（O，1), t=h…，７　　　　　　　　　　　（2. 1）

で表す。がパよ時点ｔにおける金融資産の複利収益率，μパよ時変条件付平均，sパよ平均ゼロ，分

散一定, i.i. d.の誤差項である。平均ゼロとするとき（2.1）式第１項は除かれ，平均方程式は

（625）
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表２－１　ＦＴ株価指数の収益率と二乗収益率の基本統計表

　　　　頻　　度　　　　　　　　　日　次　　　　　　　　　週　次　　　　　　　　　月　次

　　　　標本数　　　　　　　6717　　　　　　　　1343　　　　　　　　309

　　　　　　　　　　　　　　　　折　　　　　　　防2　　　　　　　防　　　　　　　折2　　　　　　　防　　　　　　　防2

平均　　　　　　　　　　　　0.057　　　0.951　　　0.284　　　5.760　　　1.234　　　34.894

メディアン　　　　　　　　　0.048　　　0.277　　　0.305　　　1.8↓7　　　1.607　　　↓1.679

分散　　　　　　　　　　　　0.947　　　11.575　　　5.684　　445.889　　　33.480　　1551.709

歪度　　　　　　　　　　　　－0.192　　　20.874　　　0.318　　　14.883　　　0.477　　　10.993

尖度　　　　　　　　　　　　10.937　　675.726　　　11.650　　276.560　　　11.505　　↓39.43↓

最大　　　　　　　　　　　　8.943　　146.828　　　22.090　　487.971　　　42.133　　1775.231

最小　　　　　　　　　　　-12.117　　　0.000　　-17.453　　　0.000　　-32.711　　　0.000

脇丿期ラグの自己相勣

ρ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.159　　　　　　　0.472　　　　　　　0.102　　　　　　　0.274　　　　　　　0.086　　　　　　　0.168

ρ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.003　　　　　0.278　　　　　0.128　　　　　0.282　　　－0.113　　　　　0.047

ρ3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.029　　　　　　　0.237　　　　　　　0.015　　　　　　　0.083　　　　　　　0.001　　　　　　　0.110

ρ4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.039　　　　　　　0.287　　　　　　　0.027　　　　　　　0.075　　　　　　　0.015　　　　　　　0.009

ρ5　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.018　　　　　0.200　　　　　0.002　　　　　0.078　　　－0.077　　　　　0.039

yt = otet (2.2)

となる。ボラテイリテイ過程のは，たとえば次の2 2 1および２．２．２のように表される。

２ ２ １ ＧＡＲＣＨモデル

　Engle (1982)のＡＲＣＨモデルはBollerslev (↓986バこよって一般化が試みられＧＡＲＣＨモデ

ルとして提案された。その後も多くのモデルが提案されているが，ファイナンスの分野で比較的

多く見られるのはGARCH (1, 1)モデル

で，

　　の2二ω＋α(の-1sx-1)2＋βの-12

この式は

として，

関数は

(2.3)

の2二ω＋（α＋β）の-12＋α（の-1St-lの-12）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2.4）

ボラテイリテイは係数（α十β）と第３項のショックで計測される。ｓ期ラグの自己相関

　　　　　ｃｏｏｒ(狛2拓-ｓ2)二pｓ二ρ1(α＋β)ｓ‾1　s＞1

で近似する。ただし

　　　　　ρ1二(α(1一郎－β2))/(1－2郎－ｙ)

である。

(2.5)

　またNelson(1991)の提案したレバレッジ効果を導入したEG ARCH (1, 1)モデル

　　　　か他＝ω十a(＼et-i卜√21%)十γε,一汁βか他-1

も広く利用されている。

　2. 2. 2　ＳＶモデル

　よく知られたSVモデルにオプション・プライシングで用いられるOrnstein-Uhlenbeckデイ

フュージョン過程の離散近似である対数１次ＡＲモデルがある。分散方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（626）
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であり，�2は柘＝巍(の2か＊2)としたときの正値スケール因子，柘は確率過程

　　　　垢＝φ柘べ十CTTiTQt　　TQt～　ＮＩＤ(0，1)　　　　　　　　　　　　　　　(2.7)

に従い，係数φは定常匪の条件φ＜１を満たす。攬乱項£t， 　TQtはだかいに無相関である。 SVモ

デルの期待値はゼロ，無条件分散は

　　　　£(の2)＝(7＊2eｘp(0.5ら2/(1－φ2))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.8)

で，尖度は

　　　　ら＝3eｘp(ら2/(1－φ2))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.9)

を用い，自己相関関数は

cｏｏｒ(ｖ＼，　ｙ＼-ｓ)
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で近似する。

　対数値によるSVモデル

　　　　かの2二（1－φ）ｉｎｏ＊2汁φぞ筒（戸ｔ-1＋ら恥

の応用も多い。

　ＧＡＲＣＨとSVの主な違いは, GARCHモデルでは誤差項は平均方程式にあり，分散は時点Ｘ

－１までの情報を条件としていること，一方SVモデルでは，平均方程式に２つの誤差項をもつ

ことといえる。

　（時変ＧＡＲＣＨ，ＳＶモデルの応用例）

　ＧＡＲＣＨ（拓ｑ.）モデルの適用においてはラグの長さP, qが注目されるが，多くは低次の

GARCH (1, 1)が用いられ，SVモデルにもその傾向がある。 Ｈｏ卜2003）はボラテイリテイの

持続性に注目し,2.1節で示したＦＴ指数の日次，週次データを用いて検討している。モデル

の平均方程式は(2. 2)式で，分散方程式は

　　　　ＧＡＲＣＨ（1，1）:の2二ω十四,-12十βの-12

　　　　sv

を用いている。

：ｉｎｏt2二(1－φ)秘(Ｊ＊2十φの-12十ら恥

　結果は表２－２，表２－３で，ＡＩＣではSVモデルの利点がうかがわれる。 Ｈｏ１はさらに非ガ

ウス型モデルとしてｔ分布型ＧＡＲＣＨモデルを推定し良好な結果を示している。

　２．３　一般化状態空間モデル

　従来の分散変動モデルでは，時系列がランダムウオークにしたがうこと，また，トレンドとボ

ラテイリテイは無相関を仮定することが多かったが，これらは必ずしも現実的とはいえないこと

から，北川・佐藤(1999)は時系列の特性を考慮して非線形状態空間モデルによる方法を提案し

ている。時点）の原系列旅についてトレンドハの変化はボラテイリテイとしての分散ら2の変

化に影響を与えるものとして，モデルを

　　　　‰二Ｔｎ十九十ら服

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（627）

‾｀１－φに
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表２－２　ＦＴ株価指数の日次収益率推定結果の要約

Model　　　　　　sv Model　　　　　　　　　　　　GARCH Model

標本数　　　　　　　6717　　　　　　　　　　　　　　　　6717

　(7＊2　　　　　　　　　　　　　0.653　　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　　　　　　0.018

　　　　　　　　　　0.525　　　　0.812　　　　　　　　　　　　0.012　　　　0.024

　φ　　　　　　　　　　0.986　　　　　　　　　α　　　　　　　　　0.086

　　　　　　　　　　0.977　　　　0.991　　　　　　　　　　　　0.071　　　　0.102

　ら2　　　　　　　　0.016　　　　　　　β　　　　　　　0.893

　　　　　　　　　　0.011　　　　0.023　　　　　　　　　　　　0.874　　　　0.913

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α十β　　　　　　　　　0.980

　AIC　　　　　　　　16,540.43　　　　　　　　　　　　　　　　16,741.34

表２－３　ＦＴ株価指数の週次収益率推定結果の要約

Model　　　　　　sv Model　　　　　　　　　　　　GARCH Model

標本数　　　　　　　1343　　　　　　　　　　　　　　　　1343

　(7＊2　　　　　　　　　　　　　4.147　　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　　　　　　0.296

　　　　　　　　　　3.0肘　　　　5.655　　　　　　　　　　　　0.117　　　　0.476

　φ　　　　　　　　　　0.966　　　　　　　　　α　　　　　　　　　0.105

　　　　　　　　　　0.929　　　　0.984　　　　　　　　　　　　0.072　　　　0.139

　ら2　　　　　　　　0.037　　　　　　　β　　　　　　　0.838

　　　　　　　　　　0.020　　　　0.066　　　　　　　　　　　　0.784　　　　0.893

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α十β　　　　　　　　　0.944

　AIC　　　　　　　　　5,807.88　　　　　　　　　　　　　　　　　　5,887.51

注：係数の下は95％信頼水準の係数の範囲

図２－２　日経225の原系列

　　　　沁二Σ㈲)ｎ-j＋ら
　　　　　　j＝1

　　　　八＝几べ十δ几一汁らら

　　　　δ几＝δ几一汁ら

　　　　10gら2＝logら-12十β（5T≪-1）十ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2.11）

と表している。九は定常時系列成分, OnWn, en　は正規白色ノイズでらは時間とともに変化す

るものとして時系列の時変分散を表している。ららはそれぞれトレンドおよびトレンドの１次

階差に対応するノイズららの分散である。このモデルを日経225データ(1987. 1―↓990.8)に

適用している。原系列は図2-2,トレンド，ボラテイリテイを表すノイズは図２－３でトレンド

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（628）
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図２－３　トレンドとボラティリティの相関を考慮したモデル
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表２－４　確率的ボラティリティ・モデルとAIC

　　　モ　デ　ル　　　　　　　　　AIC

Ｔｒｅｎｄ十ＡＲ十Noise

(2.11)式のモデル　　　　　　13,352

(2.12)式のモデル　　　　　　↓3,339
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の変化と分散の変化を独立としたモデルより明らかな結果となっている。さらにトレンドの変化

が分散の対数変化値の平均に影響を与えるものとして，システムノイズの分布に影響を及ぼす

　　　　10gら2二10gら-12＋z秘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.　12)

　　　　旅～(1－β(６Ｔｎ_1))φo(ｇ)十β(5T≪-1))φ,(m)　　　　　　　　　　　　　　(2. 13)

を推定している。このモデルは二つの分布の混合比β(Ｊ)力祁几の値によって変化する。βし)

をＯ≦β(功≦1を満たすように定義することによ八５Ｔｎに依存して10gら2の変化を表す。この

モデルにより推定した結果を表２づでみると(2. 11)式よりよい結果となり，この区間につい

ては株価に比較してボラティリティの変化が小さくなっていることが示されている。

　金融時系列のボラティリティは収益率のように原系列の対数階差の変動に関して推定されるこ

とが多い。このモデルは非線形状態空間表現により時系列の要因を直接分解することにより当て

はまりの良さを示そうとしている。推定はモンテカルロ・フィルタおよび平滑化アルゴリズムを

用いている。

（629）
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４　非ガウス型時変ボラテイリテイモデル

　北川ら(1999)は確率ボラテイリテイモデルの推定において，従来の近似方法における推定結

果に比べて非ガウス型フイルタによる方法がより実用的であろうと考え，日経225の１次階差系

列を用いて検討している。

　比較のために用いたモデルは次の10種である。

　HRS (Harvey-Ruiz-Shephard):

　原系列の２乗ぺの対数値を用いて

ｒ≒‾召α ら2勿／

　　　　10ga2＝α十βlogら2＋10g心2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.　14)

によりパラメータをカルマンフィルタで推定する。ノイズ項10g服2は正規分布を仮定する。

　ＮＧ-ＨＲＳ:(NonGaussian ＨＲＳ)

　(2. 14)式のノイズ項はχ21変数の対数分布で，密度関数は

　　　　10g心2～(1/√匠‾)ｅｘp(ｇ/2一回/2)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 15)

とし，非ガウス型フィルタで推定する。

　ＫＧ:(Kitagawa-Gersch)

　分散の対数値を観測値の平方和の対数値

　　　　10g(ｒ22g-1＋ｒ22g)/2)二10g�ｍ＋10gが2g　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.　16)

とし，ノイズ項を正規分布で近似する。

　ＮＧ-ＫＧ:(NonGaussian ＫＧ)

　(2. 16)式のノイズ項を二重指数分布

　　　　10g心2～ｅｘp(ｇ－㈹　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 17)

として非ガウス型フィルタで推定する。

　Direkt :

　一般形の状態空間モデルにより直接推定する。

　NG-b (NonGaussian　モデル, b = 3, 3/2, 1, 3/4, 4/5)

　非線形状態空間モデル

　　　　石二β石-1＋陥

　　　　ｒｔｌ＝ｅ（ｘＺ２ど四ノ2°恥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 18)

におけるシステムノィズ陥の密度関数にピアソンM[型の分布を用い，形状パラメータゐを変え

た５種のモデルて推定する。Ｍよ形状パラメータ(0.5＜み＜・))で, b=lのときコーシー分布，

ん→ａ)のとき正規分布である。

　推定期間は1987. 1. 1から1990. 8. 31で標本数は961である。計算結果は表２－５で前半の５

つのモデルでは(2. 16)式が比較的良く, (2. 18)式のモデルではみ＝1.5のときＡＩＣは最小

となっている。図２－４(１)は点線がloF2．実線はＮＧ-ＨＲＳでＡＩＣ最小の場合，図２－４(２)は

推定ボラティリティである。

　推定量をシミュレーションにより比較した場合には，パラメータの分散がほとんどの場合

　　　　ＨＲＳ＞ＫＧ＞ＮＧ-ＨＲＳ，ＮＧ-ＫＧ

のような関係がみられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(630)
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表２－５　確率的ボラティリティモデルの尤度とAIC

147

　　Model　　　　対数尤度　　　　AIC

HRS　　　　　　　　－2,191.0　　　13,545.3

NG-HRS　　　　　－2,055.3　　　　13,273.9

KG　　　　　　　　　　－886.8　　　　↓3,338.0

NG-KG　　　　　　　－856.3　　　　13,277.1

Direct　　　　　　　　－6 ,634.0　　　　13,274.0

NG-3.0　　　　　　－6,630.0　　　　↓3,266.0

NG-1.5　　　　　　-6,627.4　　　　13,260.7

NG-1.0　　　　　　-6,628.6　　　　13,263.1

NG-0.75　　　　　－6,630.5　　　　13,266.9

NG-0.6　　　　　　-6,631.8　　　　13,269.5

１

１

3000

2000

1000

０

　 鴫 ●

　 ●

●
　 ●

参 ●

表２－６　非定常モデルの対数尤度とAIC

　　Model　　　　対数尤度　　　　AIC

HRS　　　　　　　　-2,195.2　　　　13,549.7

NG-HRS　　　　　-2,063.3　　　　13,286.3

KG　　　　　　　　　　-893.3　　　　13,347.0

NG-KG　　　　　　　-864.2　　　　13,288.9

Direct　　　　　　　　－6 ,642.2　　　　13,286.4

NG-3.0　　　　　　-6,640.4　　　　13,281.9

NG-1.5　　　　　　-6,637.7　　　　13,277.4

ＮＧ-↓.0　　　　　　-6,638.8　　　　13,279.6

NG-0.75　　　　　　-6,640.2　　　　13,282.5

NG-0.6　　　　　　-6,641.4　　　　13,284.7

図２－４（１）推定されたｖｏｌａtilitｙ（Ｌｏｇ）
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図２一利2）推定されたVolatility (絶対値）
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　２．５　ＳＶＭモデルと世界の株式市場

　Cambell et a1.(1997)は株価収益率は１次の自己相関が非常に高いことを示したが，平均方程

式に説明変数を入れたSVM (StochasticVolatilityin Mean)モデルも考えられる。このモデルは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(631)

涵略図鏃‰融轟泌よ沁］轟屹晦絃
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Engle et a1.(1987)のＡＲＣＨ-Ｍに似ているが，ＡＲＣＨ-Ｍが期待収益と期待ボラテイリテイの

関係を推定しようとしているのに対して, SVMは収益とボラテイリテイの事前の関係とボラテ

イリテイのフィードバックを同時に推定しようとしている。

　2. 5. 1　ＳＶＭモデル

　資産収益率を拓とするとき平均方程式はSVやＧＡＲＣＨのように

　　　　拓二μt＋ａt£t，　ｅ～NID(O, 1), t=l,…，Ｔ

として，μパよ線形モデル

　　　　　　Å;
μt二ａ十Σ砂防

　　　　　　j＝1

で表す。 SVモデルの分散は

(Jt^ = (J *2eｘp(柘)

　　　　　柘二φ垢-1＋(ｙ涌ｔ　ｌｔ｀ＮＩＤ（0，1）

で，（7＊2は2.2.2で述べたスケール因子である。またGARCH (1, 1)の分散

　　　　　の2二ω＋α（の-1sx-1）＋βの-12

から

　　　　　　ん
μt＝ａ十Σ峠『

　　　　　ﾉ＝1
む＋ｄ(Ｊ＊2eｘp(柘)

(2. 19)

(2.20)

(2. 21)

(2. 22)

となる。係数引よ平均ボラテイリテイ効果を表す。分析ではとくに

　　　　μ,＝α十b l t-1十お＊2eｘp（柘）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.23)

も用いられる。パラメータは最尤法およびモンテカルロ法で推定する（推定法はたとえばHoi

（2003）参照）。ＧＡＲＣＨ-Ｍモデルに倣って平均方程式を

　　　　μ,＝α十勿卜汁ｊ（ω十α（の-1ε,-1）2十βの-12）　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.24)

とするモデルも用いられる。

　2. 5. 2　条件付ボラテイリテイ

　金融資産の期待収益率と条件付ボラテイリテイの関係は，市場参加者が受け取るニュースの良

さ悪さがボラテイリテイを増大させる主因であるとしても両者の関係は正あるいは負と議論は分

かれている（たとえば, French etａレ1987), Cambell-Hentscheに1992), Glosten et al.(1993)など）。分

析手法ではレバレッジ効果に注目したNelson (1991)のＥＧＡＲＣＨモデルやGlosten et a1.

(1993)のＧＪＲ-ＧＡＲＣＨモデルがあり，それらは時点升１における条件付ボラテイリテイは時

点パこおける株価の予期しない上昇，下落に非対称的に反応するというものである。一方, sv

モデルはボラテイリテイは同時点で生じるものであり，予期するものと予期せざるものの双方を

含めて計測する。予期せざるショックが収益率とボラテイリテイに与える相関はSVモデルの付

加パラメータとして推定される。

　拓を株式の超過収益率とするとき平均方程式を

　　　　拓二ａ十hyt-i十ｄ（戸十(Ｊt£t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2.　25）

とする。の2はＧＡＲＣＨモデルでは条件付であるがSVモデルでは平均方程式に含まれ，パラメ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（632）
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図２－５　超過収益率((i)ＦＴ，(ii)S＆Ｐ，証)ＴＯＰＩＸ)
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－夕引ま期待収益率と期待ボラティリティの関係として推定され，両者の関係についての情報

を含む。 GARCH (1, 1)-Mモデルの条件付平均は

　　　　Et-i(yt) =α十hyt-1十直ω十α（の-1s,-1）2十βの-12）｝　　　　　　　　　　　　　(2. 26)

で, SVMモデルでは

　　　　Et-i(yt)=a十hyt-i十直cy＊2eｘp（φ柘）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 27)

である。(2. 26)式では時点x－1で説明変数は既知であるが, (2. 27)式では時点ｔにおける

ボラティリティ過程へのショックanTQtがある。そこでＳＶＭモデルの平均方程式は

　　　　yt = Et-i(yt)十丿分＊2eｘp（φH,-1）［ｅｘp［ら０－1］｝十(Ｊt£t　　　　　　　　(2. 28)

となり, (2. 27)式と整理すると

　　　　拓二ａ十勿に十お2巾-1十ｄ池2－�巾一言　十ＧtＳt　　　　　　　　　　　　　　（2.　29）

となる。ここで�巾-1は時点卜１で利用可能な情報が与えられたとき時点Ｍこおける条件付分

散で期待ボラティリティともいえる。屈2一丿巾-1｝はボラティリティ過程における予期せざる

ショックで，係数引こよりフィードバック効果をとらえようとする。 ＧＡＲＣＨモデルではの2

＝�巾-1であり，確率的な取り扱いとはいえない。

　（分析例）

　Ｈｏ１（2003）は英，米，日の株価指数収益率のボラティリティをそれぞれＦＴ，S＆Ｐ，Ｔｏｐｉｘ

により1975-1998の期間と1987年のクラッシュ以降の1988-1998の期回について分析している。収

益率は時点八こおける株価乃から瓦＝100（か乃－か乃-1）により，超過収益率は無リスク金利ダ

を用いて　拓＝瓦一句7としている。図２づは超過収益率で表２－７は基本統計量である。

　図２－５で1987. 10のクラッシュはＳ＆Ｐで大きい。表２－７ではＴｏｐｉｘのボラティリティが

大きいが当日の影響は小さい。しかし, 1990年代に入りTopiｘのボラティリティは増大し，平

均収益率は負となり歪度は正となっている。また，ＦＴの自己相関関数はラグ１で大きいが。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(633)

　　　　・　　　･，１，　　　tllf.l .。。　・

･｀　　　゛１　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　’

　　　．　　　　１　　　　　．　１１　　　１　．．〃　　　　　・や●　　　●、●●　●　　　．　●　ｓ　．　．

．　１　　　　　’・・’・　　ｊ４１　　　　１　　°１　４Ｅ｀　　　　・　　　ｌｔ　’１　　　　° １

１、．・　、　、　　　．　　ｌ　　ｌ　　　．・　、．　　　　　｜　　　　し
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表２－７　日次超過収益率の基本統計

　　　期　　間　　　　　　1975―1998　　　　　　　　　1988―1998

　　　標本数　　　　　　6261　　　　　　　　　　2869

　　　指　　数　　　　　FT A11　　　S＆Ｐ　　　FT Ａ１１　　　Ｓ＆Ｐ　　　Topix

平　　均　　　　　　　　　　0.033　　　　0.028　　　　0.017　　　　0.042　　　－0.025

分　　散　　　　　　　　0.943　　　0.874　　　0.584　　　0.747　　　1.357

歪　　度　　　　　　　　　－0.194　　　-2.562　　　－0.022　　　－0.664　　　　0.343

尖　　度　　　　　　　　LL.828　　　62.758　　　3.491　　　7.954　　　6.107

（自己相関）

　　一　　ρ1　　　　　　　　　　　　0.167　　　　0.054　　　　0.115　　　　0.004　　　　0.100

　　－　　ρ2　　　　　　　　　　　　0.008　　　－0.024　　　－0.002　　　－0.013　　　－0.062

　　－　　ρ3　　　　　　　　　　　　0.037　　　－0.021　　　－0.005　　　－0.041　　　－0.009

　　－　　ρ4　　　　　　　　　　　0.046　　　－0.024　　　　0.0肘　　　－0.016　　　　0.027

　　－　　ρ5　　　　　　　　　　　　0.019　　　　0.032　　　　0.009　　　　0.006　　　－0.030

（2乗値の自己相関）

　　一　　ρ1　　　　　　　　　　　　0. 478　　　　0. 112　　　　0. 163　　　　0. 176　　　　0. 163

　　－　　ρ2　　　　　　　　　　　　0.281　　　　0.149　　　　0.155　　　　0.087　　　　0.161

　　－　　ρ3　　　　　　　　　　　　0.238　　　　0.077　　　　0.136　　　　0.049　　　　0.118

　　－　　ρ4　　　　　　　　　　　　0.290　　　　0.020　　　　0.111　　　　0.087　　　　0.173

　　－　　ρ5　　　　　　　　　　　　0.202　　　　0.137　　　　0.109　　　　0.097　　　　0.179

表２－８　ＳＶＭモデルによる推定結果

期　　問　　　　　　1975―1998　　　　　　　　　1988―1998

標本数　　　　　　6261　　　　　　　　　　2869

指　　数　　　　　FT All　　　S＆Ｐ　　　FT All　　　Ｓ＆Ｐ　　　Topix

　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.038　　　　　　　0.045　　　　　　　0.061　　　　　　　0.074　　　　　　　0.019

　　　　　　　　　　　　　0.014　　　　　0.017　　　　　0.016　　　　　0.038　　　－0.014

　ろ　　　　　　　　　　　　　　　　　　0.146　　　　　　　0.074　　　　　　　0.100　　　　　　　0.024　　　　　　　0.099

　　　　　　　　　　　　　0.100　　　　　　　0.054　　　　　　　0.006　　　　　　　0.009　　　　　　　0.067

　j　　　　　　　　　　－0.011　　　－0.023　　　－0.085　　　－0.046　　　－0.031

　　　　　　　　　　　　－0.049　　　－0.003　　　－O∠L76　　　－0.103　　　－0.006

　(ｱ＊2　　　　　　　　　　　　　　0.615　　　　　　　0.597　　　　　　　0.458　　　　　　　0.539　　　　　　　0.832

　　　　　　　　　　　　　0.488　　　　　　　0.100　　　　　　　0.438　　　　　　　0.427　　　　　　　0.642

　φ　　　　　　　　0.984　　　0.979　　　0.976　　　0.970　　　0.966

　　　　　　　　　　　　　0.977　　　　　　　0.909　　　　　　　0.956　　　　　　　0.954　　　　　　　0.947

　ら2　　　　　　　　　　　　　　　　0.018　　　　　　　0.021　　　　　　　0.019　　　　　　　0.035　　　　　　　0.058

　　　　　　　　　　　　　0.014　　　　　　　0.0↓5　　　　　　　0.012　　　　　　　0.025　　　　　　　0.041

　AIC　　　　　　　15075.6　　　15005.6　　　　6090.7　　　　6610.7　　　　7988.7

注：係数の下は95％信頼水準の最小値

1980年代以降は小さくなっている。１次の自己相関が大きいのは非同時取引の影響かボラ

テイの集中により取引が薄かったことによるともいえる。

テイリ

ＳＶＭモデル(2. 19), (2. 20), (2. 29)の推定結果は表２－８で，ボラテイリテイ（ｧ＊2はす

べて有意であるが， クラッシュ以降のＴｏｐｉｘは大きく全期間のＦＴをも上回っている。φは総

　　　　　　　　　　　(634)
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じて近い値となっている。 Ｈｏ１はこれらの結果からＳＶＭモデルは変動の様子をよくとらえてい

るとしているが，結果はFrench et aレ1987)の日次データによるＡＲＩＭＡモデルによる米国の

例と類似しているとも述べている。

　ＳＶＭモデルにおける条件付分散と超過収益率を同時に推定した結果を表２－８から要約する

と，第１に弱い負の関係がみられ，ＧＡＲＣＨ-Ｍの多くが正の関係を示したのとは対称的である。

また係数ｊの符号もＧＡＲＣＨ-Ｍと異なり，ボラティリティのフィードバック効果は後者が大き

い。いわば事後的なフィードバック効果といえる。第２に平均，分散を同時に推定したモデル

はボラティリティ系列の当てはまりがよい。＆の推定値もロバストである。第３は, SVMモデ

ルの利点として誤差項ε,の平均の影響は小さい。これらからSVモデルはＧＡＲＣＨモデルに匹

敵すると述べている。

２ ５ ３　ボラテイリテイ・モデルと予測

　Ｈｏ１（2003）は，まずランダムウオークモデル（ＲＷ），ＧＡＲＣＨ（１，１），ＳＶＭを用いて予測

精度を検討している。予測精度は予測期間が長くなるにっれてＧＡＲＣＨが滑らかに減少するの

に対してＳＶＭは減少する前に上昇を示している。これはＳＶＭのボラテイリテイ過程は対数形

で表現され誤差項の予測式に用いられていること，垢には誤差項恥を含み分散�，の影響が大

きいことによると思われる。このような性質を考慮してＦＴ（英），Ｓ＆Ｐ（米）Topiｘ（日），

ＤＡＸ（独），ＣＡＣ（仏），ＡＥＸ（蘭）の６カ国株価指数について検討している。

　取り上げた予測モデルは次の４つである。

RW
●
●

　　　　　　　　　　　　　　　刀-1
(j＼ +l,T+N＼T=(N/n)Σ!fr-t

　　　　　　　　　　　　　　　£＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£-１

EWMA ：<y^T + hT+N＼T ― N[(1－φ)�７け十φ(1/£)Σ!/

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f＝0

sv ●
●

O'^T+ 1,T十ｙば二(7＊21eｘp(hｒ＋jば＋0.5かr＋jぼ)
　　　　　　　　　j＝1

GARCH ： O T +l, T+Nぼ＝Σ[ω/(1－α－β)

　　　　　　　　　　　　　　j＝1

2７－,］

(2.30)

(2. 31)

(2. 32)

　　　　　　　　　　　　　　　　十(α十β)j-1(�n117－ω/(1－α－β)]　　　　　(2. 33)

　ＲＷは時変ではなく, EWMAは指数平滑移動平均モデルで指数平滑モデルの!/27を移動平均

項で置き換えている。 yＶは予測期間で, N=l, 2, 5, 20, n Iよ標本数，１は移動平均の項数，０

＜φ≦１は平滑子で，収益率は拓＝100(ｉｎＰt－秘Ｐt-1)を用いている。

　表２－９は要約表で，英国のＦＴのボラテイリテイは小さい。歪度は小さいが尖度は大きい。

独のＤＡＸの変動は大きい。決定係数からみたＯＬＳの予測結果は表2 - 10， 平方平均誤差

(RMSE)からみた結果は表2 -11で，ＲＷよりSVがよい結果となっている。表2 -11のRMSE

でも同様で，例外はＦＴである。これらの結果では，ＳＶ,ＧＡＲＣＨが望ましいといえるが，評

価基準にかなり敏感であることに注意を要する。 Ｈｅｙｎｅｎ(1995)，Ｙｕ(2000)は同様な結果を示

している。

２。６　インプライド・ボラテイリテイを含むモデル

インプライド・ボラテイリテイ（IV）はオプション価格モデルにより市場価格との関係で得ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(635)
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表２－９　日次株価収益率の基本統計

期　　　間　　　　　　　　　　　　　　　↓988―1999

標　本　数　　　　　　　　　　　　　　　　　　3130

指　　　数　　FT Ａ１１　　　Ｓ＆Ｐ　　　　Topix　　　　DAX　　　CAC40　　　　AEX

平　　　均　　　0.042　　　　0.057　　　－0.000　　　　0.062　　　　0.057　　　　0.069

分　　　散　　　0.612　　　0.788　　　1.354　　　↓.52↓　　　1.371　　　↓.140

歪　　　度　　－0.029　　　－0.546　　　　0.303　　　-0.784　　　－0.168　　　－0.310

尖　　　度　　　3.032　　　6.627　　　5.674　　　9.977　　　2.878　　　4.855

最　　　大　　　5.698　　　4.989　　　9.↓↓6　　　7.288　　　6.808　　　6.636

最　　　小　　-4.147　　　－7.113　　　-7.365　　　－1.371　　　-7.573　　　-6.792

（自己相関）

　　ρ1　　　　　　　　　　　　0. 153　　　　　　　0. 166　　　　　　　0. 157　　　　　　　0. 192　　　　　　　0. 142　　　　　　　0. 168

　　ρ2　　　　　　　　　　　　0.149　　　　　　　0.088　　　　　　　0.160　　　　　　　0.090　　　　　　　0.158　　　　　　　0.235

　　ρ3　　　　　　　　　　　　0.135　　　　　　　0.049　　　　　　　0.113　　　　　　　0.099　　　　　　　0.139　　　　　　　0.155

　　ρ4　　　　　　　0.106　　　　0.084　　　　0.171　　　　0.075　　　　0.116　　　　0.257

　　ρ5　　　　　　　　　　　　0.↓12　　　　　　　0.095　　　　　　　0.↓70　　　　　　　0.078　　　　　　　0.126　　　　　　　0.131

表2－10　決定係数からみたＯＬＳの予測

　　　　　　　　　　　　　　　　　　予測期間（日）

株価指数　モデル

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　5　　　　　10

FT A11 : RW　　　　0 ｡ 006　　0.016　　0.020

　　　　　　　EWMA　　　　　0 ｡1肘　　　　0.347　　　　0.414

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.146　　　0.373　　　0.421

　　　　　　　GARCH　　0.147　　0.370　　0.414

S＆Ｐ :　RW　　　　　0 ｡ 003　　0.009　　0.014

　　　　　　　EWMA　　　0.029　　0.084　　0.105

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.047　　　0.110　　　0.142

　　　　　　　GARCH　　０.038　　0.096　　0.120

Topix :　RW　　　　　O. 013　　0. 037　　0.054

　　　　　　　EWMA　　　0.072　　0.183　　0.212

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.081　　　　0.198　　　0.227

　　　　　　　GARCH　　０.082　　0.193　　0.211

DAX:　　RW　　　　　0.000　　0.001　　0.001

　　　　　　　EWMA　　　　　0.086　　　　0.197　　　　0.235

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.127　　　0.273　　　0.312

　　　　　　　GARCH　　０.115　　0.233　　0.258

CAC:　　RW　　　　　0.005　　0.013　　0.017

　　　　　　　EWMA　　　0.087　　0.212　　0.257

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.109　　　0.255　　　0.３０２

　　　　　　　GARCH　　０.106　　0.241　　0.279

AEX:　　RW　　　　　0.002　　0.008　　0.皿０

　　　　　　　EWMA　　　　　０.123　　　　0.261　　　　0.280

　　　　　　　sv　　　　　　　　0.157　　　0.354　　　0.３８０

　　　　　　　GARCH　　0.149　　0.334　　0.360

表2－11　RMSEからみた予測

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　予測期間（日）

株価指数　モデル

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　5　　　　　10

FT A11 : RW　　　　　1 .517　　4.690　　8.383

　　　　　　　EWMA　　　　　1.399　　　　3.784　　　　6.478

　　　　　　　sv　　　　　　　　　1.393　　　3.679　　　6.323

　　　　　　　GARCH　　　1.386　　3.6↓7　　6.188

S＆Ｐ:　RW　　　　　3.028　　8.699　　14.321

　　　　　　　EWMA　　　　　2.985　　　　8.409　　　13.973

　　　　　　　sv　　　　　　　　2.915　　　7.883　　　12.522

　　　　　　　GARCH　　　2.930　　7.982　　12.838

Topix :　RW　　　　　　2. 990　　8. 583　　14. 370

　　　　　　　EWMA　　　2.941　　8.143　　↓3.953

　　　　　　　sv　　　　　　　　2.284　　　7.754　　12.794

　　　　　　　GARCH　　　2.884　　7.9↓4　　↓3.29↓

ＤＡＸ:　　RW　　　　　4.676　　14.648　　25.326

　　　　　　　EWMA　　　　　4.469　　　13.313　　　22.945

　　　　　　　sv　　　　　　　　　4.340　　　12.311　　　20.709

　　　　　　　GARCH　　　4.350　　12.473　　2↓.06↓

ＣＡＣ:　　RW　　　　　3.402　　10.213　　17.472

　　　　　　　EWMA　　　　　3.273　　　　9.359　　　16.002

　　　　　　　sv　　　　　　　　3.225　　　8.949　　14.982

　　　　　　　GARCH　　　3.217　　8.906　　14.897

AEX:　　RW　　　　　3.986　　13.009　　23.464

　　　　　　　EWMA　　　　　3.668　　　10.923　　　↓9.732

　　　　　　　sv　　　　　　　　　3.582　　　9.998　　　17.549

　　　　　　　GARCH　　　3.582　　9.981　　↓7.440

（636）
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れ，ヒストリカル・ボラテイリテイ（ＨＶ）よりは利用されることが多い（ボラテイリテイのパフォ

ーマンス評価にっいては，たとえば，Ｐｏｏｎ-Ｇｒａｎｇｅｒ（200↓ａ），（2001b））。したがって推定にどのような

モデルを用いるかによるが，ブラック・ショールズのオプション価格モデルは基本的なモデルと

して用いられることが多い。

　IVはある条件の下での情報集合を仮定しているといえる。そこでＧＡＲＣＨとSVモデルの分

散方程式に外生変数としてIVを付加したＳＶＸ（Sｖ with eXogenous variables)モデルやSIV

(Stochastic Implied Volatility)モデルも提案されている。

　SVモデルにIVを加えたＳＶＸモデルは

　　　　柘＝φ柘-1＋７x-1十(Ｊ涌ｔ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 34)

とする。ここで石_1は対数値のラグ付IV

　　　　£t-1＝ｉｆｌＧ２７Ｆｊ-1

で，係数φの条件は－１＜φ＜１である。

　また

　　　　垢＝φ柘べ十r(l-φ£）石べ十ら恥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 35)

のよ引 こ定義したＳＶＸモデルをＳＶＸ十モデルとする。これは対数分散式

　　　　　　　　　　　　/-1
乃7の2＝秘(Ｊ＊2十戸い1十らΣφ’TQｔ-i

　　　　　　　　　　　　j＝1

を逐次代入するときIVのラグ部分を加えていない。 IVすなわち�7胃をボラテイリテイの予測

子とするときか�7肖のバイアスを定数項で示そうとしている。

　またφ＝Oとした制約付きボラテイリテイモデルの柘を

　　　　ht二ｙｘｔ-i＋ら恥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2. 36）

(637)
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表2-12(1) S&PとＶＩＸの基本統計

期　　　間　　　　　　1986－2001　　　　　　　　　　　　↓988－2001

標　本　数　　　　　　　　3906　　　　　　　　　　　　　　　3401

　　　　　　　　　　　S＆P100　　　　　　　VIX　　　　　　　S＆P100　　　　　　　VIX

系　　　列

　　　　　　　　　Rt　　　　　　R,'　　　　　O^IVt　　　　　　j?£　　　　　　7?£2　　　　　0＼行

平　　　均　　　0.046　　　1.325　　　1.954　　　0.049　　　1.069　　　1.774

分　　　散　　　1.323　　　93.042　　　7.260　　　1.067　　　9.035　　　1.395

歪　　　度　　-2.513　　　50.699　　　18.764　　　-0.428　　　12.585　　　　1.802

尖　　　度　　51.584　　290.865　　503.698　　　6.008　　250.746　　　5.280

最　　　大　　　8.539　　561.214　　　89.521　　　5.606　　　83.258　　　9.668

最　　　小　　-23.690　　　　0.000　　　　0.324　　　-9.125　　　　0.000　　　　0.324

（自己相関）

　　ρ1　　　　　　－0.019　　　　　0.166　　　　　0.792　　　－0.017　　　　　0.226　　　　　0.960

　　ρ2　　　　　　－0.066　　　　　0.136　　　　　0.630　　　－0.045　　　　　0.090　　　　　0.932

　　ρ3　　　　　　－0.035　　　　0.070　　　　0.628　　　－0.040　　　　0.055　　　　0.914

　　ρ4　　　　　　－0.023　　　　　0.026　　　　　0.605　　　　　0.001　　　　　0.095　　　　　0.900

　　ρ5　　　　　　　0.021　　　　　0.128　　　　0.574　　　－0.025　　　　0.142　　　　0.876

表2-12(2) S&P株価指数の推定値

期　間　　　　　　　　　1986－200↓　　　　　　　　　　　　　　　　　↓988－200↓

標本数　　　　　　　　　　3906　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3401

モデル　　　sv　　　　svx　　　SVX+　　　SIV　　　　sv　　　　svx　　　SVX+　　　SIV

　(:y＊2　　　　0.804　　　0.431　　　0.432　　　0.432　　　0.780　　　0.430　　　0.429　　　0.431

　　　　　　　0.627　　　0.403　　　0.403　　　0.403　　　0.573　　　0.400　　　0.400　　　0.401

φ　　　　　0.977　　－0.050　　　0.013　　　　　　　　　　0.984　　－O.↓33　　－0.128

　　　　　　　0.965　　　－0.238　　　－0.190　　　　　　　　　　　0.972　　　－0.338　　　－0.351

γ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1.097　　　　　　1.043　　　　　　1.044　　　　　　　　　　　　　　　　　　1.205　　　　　　1.066　　　　　　1.063

　　　　　　　　　　　　　　1.025　　　　　　0.974　　　　　　0.975　　　　　　　　　　　　　　　　　　1.120　　　　　　0.991　　　　　　0.987

ら2　　　　　　　　0.032　　　　　　0.417　　　　　　0.413　　　　　　0.415　　　　　　0.021　　　　　　0.363　　　　　　0.363　　　　　　0.363

　　　　　　　0.022　　　　　　0.346　　　　　　0.340　　　　　　0.344　　　　　　0.013　　　　　　0.288　　　　　　0.287　　　　　　0.287

AIC　　10626.72　　10422.34　　10422.60　　10420.62　　　8988.78　　　8818.26　　　8818.60　　　8817.68

注：表２－８の注記参照

とするとき

　　　　乃7の2二呑Z（7＊2＋T£t-1＋ら恥

をSIVモデルと呼び，ボラテイリテイ過程はIVと誤差項で推定する。

　（分析例）

　Ｈｏ１はS＆P 100日次株価指数の日次収益率沁＝100（か八一八_1），期間は1986.1.2－2001

6. 29により分析している。 IVはシカゴ・オプション取引所市場ボラテイリテイ指数（ＶＩＸ:Chi-

cago Board options Exchange Market Volatilitylndeｘ）を用いている。

　データの要約は図２－６で1987. 10のクラッシュが結果に影響を与えることから, 1988. 1. 4

からの標本も用いている。要約は表2 -12（1）である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（638）
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取り上げたモデルはSVモデルと制約をおいたSVモデル

　　　　sv　　　: ht＝φ垢べ＋ら恥

　　　　svx　：垢二φ垢ぺ＋戸い＋ら恥

　　　　ＳＶＸ十：柘＝φ垢-1十r(i-φ£)石一汁ら恥

　　　　SIV　:ht二rxt-＼-(Jnか
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で，表2 -12(2)の結果をみると，ボラテイリテイ情報を含むＳＶＸとＳＶＸ十が良いといえる。さ

らにこれらのモデルについて予測を行い，外挿結果ではSIVモデルがよい結果を与えている。

　２．７　高頻度データとボラテイリテイ

　日次の事後ボラテイリテイは日次収益率の累積平方データで近似され，ノイズによって実際の

ボラテイリテイから乖離するが，標本数を増加させることでノイズの影響を減少させる可能性が

あるという議論は，たとえば, Andersen-Bollerslev (1998)のＧＡＲＣＨモデルによる為替レート

の日次予測にみられ，従来の結果より現実的であること，さらにPoon et a1.（2001）は株価指数

について同様な傾向のみられることを示している。

　また, Andersen et a1.(1999)はＧＡＲＣＨモデルによる高頻度データのボラテイリテイ外挿で，

日次，週次，月次系列について分析したところ，１時間間隔の系列による結果が良好で，１時間

以内のサンプルでは必ずしも良い結果とはいえないことがあると述べている。また，長記憶をと

らえようとするEbens (1999), Andersen et a1.（200↓b）のARFIMA-RV (autoregressive frac-

tionallyintegrated moving average realized volatility)モデルやBarndorff et a1.（2002）のOrnstein-

Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ（ｏＵ）過程によるモデルによる実証例もある。

　2. 7. 1　株価収益率とボラテイリテイの例

　S＆P 100株価指数における取引価格ＰによりＨｏレ2003）は1997. 1. 6から2000. 12. 29の

５分間隔データを基にして，まず収益率を

　　　　Ｒtｄ　-100（秘Ｐtａ一秘Ｐtａ_1）　j≧1　,=1.…，Ｔ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 37)

として推定している。Ｒ�は取引日七におけるｄ時点の収益率である。 ＮＹＳＥは東部時間

9.30amから4.00pmであるので１日当たり78個の標本と時間外取引がある。時間外取引は

　　　　五‰＝100（かPt,-£nPt-iD) D=78

とする。Pt-ID ＼t前日の4.00p. m.,ｐ,oは取引日の9.30a. m.である。ただし，クリスマスイブ

のように終了時間が早いときもある。図２－７は収益率とその二乗値，それらの統計量は表2 -10

である。私には自己相関はみられないがＦ,では１次の自己相関がやや大きい。

　日中のボラテイリテイに関する分析では，日次平方収益率ではリアライズド・ボラテイリテイ

を必ずしもよくとらえていないので，累積平方和

　　　　　　　　7）
�､1二Ｒ‰､y＋Σ五?

　　　　　　　　j＝1

２

　� (2. 38)

を用いることも提案されている。しかし株式取引では夜間の変動も大きく日次のボラテイリテイ

ではこれを考慮する必要がある。たとえば取引時間中の

　　　　�,2－Σ茫‰

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(639)
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図２－７　Ｓ＆Ｐ株価指数出日次収益率私と②その二乗値瓦2

①

1998

1998

1999

1999

2000

2000

表2－13　Rt, Rt'の基本統計 表2-14　リアライズド・ボラテイリテイの基本統計

期　　　間　　　　1997－2000

標　本　数　　　　　↓004

系　　　列　　　Ｒ，　　＼　　　柘y

平　　　均　　　0.063　　　1.673

分　　散　　　↓.670　　　16.576

歪　　　度　　-0.447　　　10.490

尖　　　度　　4.024　　164.548

（自己相関）

　　ρ1　　　　　　－0.001　　　　0.254

　　ρ2　　　　　　－0.066　　　　0.059

　　ρ3　　　　　　－0.037　　　　0.017

　　ρ4　　　　　　　0.010　　　　0.042

　　ρ5　　　　　　－0.040　　　　0.122

期　　　間　　　　　　　　1997－2000

標　本　数　　　　　　　　　　1004

系　　　列　　鶴,1　　　鶴,3　　　1n鶴,1　　1n鶴,3

平　　　均　　1.372　　　1.359　　　0.017　　　0.020

分　　　散　　2.207　　　2.053　　　0.527　　　0.508

歪　　　度　　5.299　　　5.185　　　0.451　　　0.430

尖　　　度　　43.725　　40.992　　　0.559　　　0.601

（自己相関）

　　ρ1　　　　　－0.583　　　0.572　　　0.622　　　0.609

　　ρ2　　　　　　0.373　　　0.392　　　0.541　　　0.532

　　ρ3　　　　　　0.318　　　0.323　　　0.502　　　0.484

　　ρ4　　　　　　0.300　　　0.296　　　0.460　　　0.443

　　ρ5　　　　　　0.296　　　0.261　　　0.427　　　0.400

を応用した例で, Martens (2002)はスケール因子,7≦Oを用いて

Ｃ

　　　　　　　　Z)
�x3＝(1＋○Σ茫‰

　　　　　　　　d＝1

こより検討している。

　表2 -14は(J tU (J t3の要約で�,1はやや大きい。表2 -13と比べると変動幅は大きく，歪度，

尖度も大きい。

２。７．２　リアライズド・ボラテイリテイモデル（ＲＶ）

まず，リアライズド・ボラテイリテイを直接モデル化しかＵＣ-ＲＶ（Ｕｎｏｂsｅｒｖｅｄ Components

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（640）
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Realized Volatility)モデルとARFIMA-RV (Autoregressivefractionallyintegratedmoving average

RealizedVolatility)モデルを取り上げる。後者は対数値で定義される。

　2. 7. 2. 1　観測されない要素のＯＵ型SVモデル

　リアライズド・ボラテイリテイ（ＲＶ）と推定ボラテイリテイとの議論には注目すべきものが

多い。ここでは独立ＯＵ過程から構成される連続過程

　　　　　　　７�し)＝Σ戸口)

　　　　　　　　　　ﾉ＝1

　　　　　dぞ(,t)＝－λjぞ(,t)冶十,鋤(λj)

によるモデル化を考える。aHt)はＲＶの連続過程ｉ　Ｚｊ(わは非負増分の独立Ｌｅｖｙ過程，んは

未知のパラメータで，月よ実際には３あるいは４のような小さな値をとる。

　ここから離散時間のＲＶは，間隔△について

　　　　　　　　／
　　　　　(ｱ≒＝ΣΓ勺
　　　　　　　　j＝1

とする。鵬はexp (λj△）で決まる係数をもつARMA (1, 1)で表す。このときＲＶは

　　　　（戸f‾（:T＼+ Ut

で与えられる。馬は平均ゼロ，分散は間隔△に依存するホワイトノイズである。ここでUC-RV

モデルを

　　　　（7≒＝（7≒＋xＧ

　　　　他＝μ十φ（�,-1－μ）十drit-i十恥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 37)

で表す。状態空間表現では

　　　　（戸ｔ＝Ｚａｔ＋吻

　　　　碩＋1二ｍ汁Ｒｒiｔ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 38)

とするとき

Z＝(1 0 0)、Ｔ＝

ぐφ　１　１

０　０　０

０　０　１

う

ど＝(1θO)

とする。 ARMA (1, 1)のパラメータはφ， 6，　Ｏｕである。

　2. 7. 2. 2　ＡＲＦＩＭＡモデル

　ARFIMA (1, d, 1)モデルは平均μとして

　　　　(1－φ£)(1－£丿(恥－μ)＝(1十肛)ε，

とする。パラメータには

　　　　O＜j＜0.5，1φ|＜1丿θ|＜1，�＞0

の制約を与えて推定する。

(2. 39)

　2. 7. 3　日次時変ボラテイリテイモデル

　ボラテイリテイを日次収益率の２次モーメントとして時変モデル化する。これは, sv,

ＧＡＲＣＨ族を含むといえる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(641)
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表2-15　Ｓ＆Ｐ外挿結果の誤差

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　予　　測　　期　　　間
　　モデル
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N=l　　　　ｙ＝2　　　　ｙ＝3　　　　ｙ＝4　　　　ｙ＝５

UC-RV　　　　　HRMSE　　　0.6546　　　0.6326　　　0.6394　　　0.6108　　　0.6040

ARFIMA-RV　　HRMSE　　　0.6401　　　0.5613　　　0.5383　　　0.5144　　　0.5058

sv　　　　　　　HRMSE　　　0.8583　　　0.7503　　　0.7070　　　0.6823　　　0.6648

svx　　　　　　HRMSE　　　0.6684　　　0.5984　　　0.5842　　　0.5555　　　0.5432

GARCH (1,1)　HRMSE　　　１.0093　　　0.8835　　　0.8374　　　0.8154　　　0.7999

GX　　　　　　　HRMSE　　　0.9031　　　0.8659　　　0.8787　　　0.8248　　　0.7954

HRMSE平方平均誤差

２ ７ ３ １

日中ボラテイリテイを考慮した日次ＳＶモデル

折‾の硲

�x二･７＊2eｘp(垢)

　　　　垢＝φ（汁卯，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 40)

とするとき日中のボラテイリテイ付きSVモデルは(2. 40)式のSVモデルの拡張として分散

方程式の説明変数に日中のボラテイリテイを考慮し

　　　　柘＝φ（汁匹ぺ十ら恥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2. 41）

　　　　－1＜φ＜1

とする。

　2. 7. 3. 2　日中ボラテイリテイを考慮した日次ＧＡＲＣＨモデル

　GARCH (1, 1)モデルを

　　　　折＝の硲

　　　　他二ω＋α（の-1Ex-1）2＋β�x-1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2. 42)

とするとき，日中のボラテイリテイ付きＧＡＲＣＨモデルはGARCH (1, 1)モデルを拡張し，

分散方程式に日中のボラテイリテイを含め(2. 42)式における他を

　　　　�戸ω＋α（の-1ら1）2＋β他一汁匹-1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2.　43）

とする。

　（予測精度の検討）

　Ｈｏレ2003）は，これらのモデルを含めた次のモデルで予測を行っている。

UC-RV

ARFIMA-RV

sv

svx

:(7≒3＝(7≒＋zＧ

　�戸μ十φ(鴎-1－μ)十卵に十恥

:(1－φ£)(1－£丿か萌3＝μ十吻

：yt=(JtSt

　ino＼二(1－φ)y知７＊2＋φ£ｎＧ２,-1＋ら恥

：!lt＝(ＸtＳt

　　　　　　　　　　　(642)
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ファイナンシャル・エコノメトリックスの進展②（浪花）

　　　　　図２－８　ボラテイリテイ予測結果
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　　　　　　　　　ぞ筒（戸ｔ＝(1－φ)Ｍｏ＊2＋φぞ筒（戸ｔ-1＋石粉a^-^･＋ら恥

ＧＡＲＣＨ(１，１)：拓＝のs，

　　　　　　　　　�戸ω＋α(�,-1ｓ^-1)＋β�,-1

GX ・拓＝(ｱtSt
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　　　　　　　　　　　　　�x二ω十α(�,-1£^-1)十β�,-1十γj�,-1，

　表2 - 15， 図２－８は推定結果で，要約すると予測精度ではＡＲＦＩＭＡ-ＲＶ，ＳＶＸ，ＵＣ-ＲＶが

比較的良好であり，また，日中のボラテイリテイ情報によるSVモデルも注目される。

　本節ではボラテイリテイのモデル化においてSVモデルの拡張形を用いたが，実際にはさまざ

まなモデルが提案されており，とくに近年の高頻度データに関するボラテイリテイ・モデリング

による検討は金融市場を理解するうえで注目される。これらの分野における研究は今後の課題で

あるともいえる。
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