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ブラウン運動 ・確率微分方程式 ・利子率

　　　　　　　　の期間構造のモデル

浅　井　　　学

１　はじめに

　本稿の目的は，利子率の期間構造のモデルを紹介することにある 。そのためにはブラウン運動

や確率微分方程式に関する知識が必要である 。第２節ではブラウン運動について解説する 。． さら

に第３節では確率微分方程式について，特に伊藤の変換公式やギルサノフの定理を中心に説明す

る。 第４節では利子率の期間構造のモデルを，実証分析を念頭に置きながら解説する 。

２　ブラウン運動

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　６４
　確率空間（９，”，戸）において，実数Ｒ＝（一∞，・・）を状態空間にもつ連続時点の確率過程

｛Ｘ（７） ，〃≧Ｏ｝は，次の性質を満たす時ブラウン運動であると定義される 。

（Ａ１）増分Ｘ（８＋な）一Ｘ（８） ，７＞Ｏは正規分布〃（Ｏ，ｏ２〃）に従う
。

（Ａ２）任意の時点Ｏ≦〃。 ＜〃。＜　＜カ” ＜∞について，〃 個の確率変数

　　　　　　　　　　Ｘ（７１）一Ｘ（な。） ，Ｘ（〃。）一Ｘ（カ、）

，．．．

，Ｘ（カ”）一Ｘ（な”一、）

　　　は独立 。

（Ａ３）Ｘ（Ｏ）：Ｏで，Ｘ（之）は之：Ｏにおいて連続である 。

特に ｏ２＝１であるブラウン運動を標準ブラウン運動と呼び，以降｛３（ヵ） ，７；≧Ｏ｝と書く
。

２． １　移動係数をもつブラウン運動

標準ブラウン運動｛Ｂ（７） ，〃≧Ｏ｝を使 って

Ｘ（〃）＝ｏ－Ｂ（カ）十〃，な≧Ｏ （１）

で定義される確率過程を考える 。

　Ｂ（８＋７）一Ｂ（ｓ）～１Ｖ（Ｏ，カ）であるから ，｛Ｘ（ヵ） ，な≧０｝の増分

　　　　　　　　　　Ｘ（３＋７）一Ｘ（ｓ）て（３（ｓ＋な）一Ｂ（８））十〃，７≧Ｏ

（４６９）



　１１２　　　　　　　　　　　　　　　立命館経済学（第４９巻 ・第４号）

は正規分布！Ｖ（〃，ｏ２な）に従う 。またブラウン運動｛３（な） ，だＯ）は独立増分をもつので（１）式よ

り｛Ｘ（〃） ，〃≧Ｏ）も独立増分をもつ。故に（１）式で定義された確率過程もフラウン運動である 。（１）

式における４をドリフト係数，〆を拡散係数と呼ぶ 。

　ここで４とｏ２ の意味を調べる 。今Ｘ（〃）＝”とし ，微小時間区間（〃，汁〃）における増分

　　　　　　　　　　　　　　　んＸ（な）＝Ｘ（〃十〃）一Ｘ（７） ，〃＞Ｏ

を考える 。（１）式より

　　　　　　　　　　　　　　　んＸ（な）＝ｏんＢ（〃）十〃，〃＞Ｏ

である 。ん３（な）はＢ（〃）の状態，つまりＸ（〃）の状態に無関係に正規分布１Ｖ（Ｏ，〃）に従ってい

るので ，

　　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［んＸ（な）ｌＸ（〃）＝”］＝助

　　　　　　　　　　　　　亙［（んＸ（〃））２１Ｘ（カ）＝■１＝ｄ２〃十４２〃 ２

である 。よってすべての”に対して

　　　１
１ｍ　Ｅ［（んＸ（〃）ｌＸ（〃）＝”１＝４

ん→Ｏ 〃

　　　１
１１ｍ 　Ｅ［んＸ（〃））２１Ｘ（〃）＝”１＝ｏ２

〃→０ 〃

（２）

（２）式はＸ（〃）＝”のときの増分の無限小平均が４で無限小分散は〆であることを示している
。

　２　２　ランタムウォークとプラウン運動

Ｘ１， Ｘ。
．．． をベルヌーイ試行とし ，

　　　　　　　　　Ｐ［ＸＦ１］：ク，Ｐ［Ｘ’＝一１１＝１一ク，Ｏ＜力＜１ ，〃＝１ ，２

，．．．

とする 。このとき部分和

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　３
　　　　　　　　　　　　　　　　肌＝肌十　Ｘ‘， 〃＝１ ，２

，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝１

で定義される確率変数列｛閉，ヵ＝Ｏ ，１ ，２　｝をランタムウォークとよぶ。上式は

　　　　　　　　　　　　　　　肌’十１＝ 〃‘ 十Ｘ’十１
，　〃＝Ｏ ，１ ，２

，．．．

と書き直すことができる 。

　ここでランダムウォークからブラウン運動が得られることを示す。十分小さなん＞Ｏについ

て， Ｘ”， 〃＝１ ，２

，．．． を独立同一の分布

　　　　　　　　　　　　　　　１　　４　　　　　　　　　　１　　４
　　　　　　　　１）［Ｘ”＝」”］＝一十　　　カ”，戸［Ｘ”＝一」”］：一一　　　」”
　　　　　　　　　　　　　　　２　２〆　　　　　　　２　２〆

に従う確率変数の列とし ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｏ　　　　　〃＝Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　　　肌　 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｘ‘　　 〃＝１ ，２

，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘昌１

とすると ，肌はランタムウォークである 。また時間問隔〃と状態の変位〃との関係を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ０・２〃＝（心）２

となるように定める 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４７０）
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このとき

　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［Ｘ
”］＝

４” ４工心＝４〃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２　　　　　　　２　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　０－　　　　ｄ

　　　　　　　　　　　　吻７［Ｘ”１＝（ハ”）２ ４２（〃）２＝ｏ２〃一４２（〃）２

が得られる 。時間間隔が〃なので，連続時点’は離散時点での〃＝以〃時点に対応しているこ

とに注意すれば ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　亙［肌］＝　Ｅ［Ｘ‘］＝
〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘…１

　　　　　　　　　　　　　　　吻７［剛 ＝　吻７［刈 ＝ｏ２ト４２肚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝１

を得る 。

　Ｘ”の積率母関数は

刎・（・）一・［州
一（÷

・２今小
・（÷

一２
今カ

ト
であるから ，６ｓ”と ６一砒を ８＝Ｏのまわりでテーラー 展開し ，ｏ２〃＝（」”）２，〃＝伽に注意す

れば ，

州一（｝・ふ
・・）

（舳・
÷（１・）・・；１（凶・）…）

　　　　　・（１一 奈・・） （・一・…
言（・・）・ 音（〃・…）

　　　　　　　　　　２　　　　　　　　　　　３
＝１＋４凶”・ｓル十三二十４ル ｓ

　　　〆　　　　２　〆　３！’’．

　　　　　　２　２　　　　　　　　　２　３　　　　　　　　　　　４
：１＋ｓ〃十０－ｓ 〃十４０’ｓ（〃）２＋０’ｓ

　　　　　　２　　　　３！　　　　　　４！

４

（〃）２ ＋．．．

一・十４肘チ舳十・（圭）

一方肌＝　Ｘ‘におけるＸ１，
Ｘ。

，．．．
の独立性より ，肌”の積率母関数は

　　　　　‘＝１

　　　　　　　　　　　　　　吻（・）一・・４な十チ榊・・（去）

　　　　　　１）
で与えられる 。よって ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆〃Ｓ２
　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｉｍ伽”（ｓ）＝ 〃ｓ＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　 。→。。　　　　　　　　２

　　　　　　　　　　ｄ
が成立するので，肌→Ｘ（之）～Ｗ（〃，ｄ２〃）が成り立つ 。｛Ｘ（ヵ） ，之≧Ｏ｝における増分の独立性は

，

ランダムウォークの増分の独立性より明らかである 。また後出のように

　　　　　　　　　　　　　戸［ｌＸ（汁〃）一Ｘ（〃）１＞６１＝ｏ（〃） ，６＞Ｏ

１　１（〃）＝０（ｏ（〃））の定義は，すべての〃＞〃について１／（〃）々（〃）１となる 〃とは独立な正の定数Ｋと正の整数１Ｖが

存在する ，ということである 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４７１）
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が成立し ，｛Ｘ（カ） ，〃≧Ｏ｝のサンプルパスは連続である 。よって（Ａ．１）一（Ａ．３）が満たされるので
，

｛Ｘ（〃） ，〃≧Ｏ｝はブラウン運動である
。

　２ ．３　ブラウン運動のサンプルパスの性質

　｛ｘ（〃）｝の実現値｛”（〃）｝を時問の経過とともにグラフに書いてみると ，｛ｘ（〃）｝はｒヵの関

数」とみなすことができる 。この関数をサンプルパスと呼ぶ。このサンプルパスの主な性質は次

の通りである 。

　１ ．｛Ｘ（カ）｝は，カの連続関数である 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２）　２｛Ｘ（ヵ）｝は，いたるところで微分不可能な関数である 。

　３．｛Ｘ（〃）｝の一次変動は有界ではない
。

　４．｛Ｘ（〃）｝の二次変動は有界である
。

　５．｛Ｘ（な）｝はマルコフ性をもつ
。

　６．標準ブラウン運動｛Ｂ（〃）｝はマルチンゲール性をもつ
。

連続性の証明

任意の６＞０について

　　　　　　　　　　　　　　Ｐ［ｌＸ（汁〃）一Ｘ（な）１＞６１＝。（〃）

　　　　　　　　　　　３）
であることを示せばよい。ブラウン運動の増分が正規分布に従うことに注意すれば

，

　　戸［［ｘ（〃十〃）一ｘ（〃）１＞６］

　：戸［ｌ　ｘ（７＋〃）一ｘ（な）＞６］十Ｐ［ｘ（〃十〃）一ｘ（７）＜一６］

寸古。…
」”麦１麦 ）２

糾工二古。…
」”麦１麦 ）２

伽

一丁ふ去ん工∴仰去 ゼ芸伽

（３）

となる 。ここで１（６一助）／〃万１＞１１となるように〃を十分小さくとれば
，

Ｌ舳去｛・イ∴〆去 ゲ芸伽

　１　　一星

　　　６　２

仮
（６一〃）／ｏ・仰

一去 …／」６：１多 ）２

であり ，もう一つの項についても同様の結果が導き出せる 。ところで

２　 これは有限の時間内に無限回振動していることを示しており ，「水面に浮かぶ花粉は絶えまなく不規則に運動してい
　る」というブラウンの観察結果を表現していることになる

。

３　 ｏ（〃）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ０（〃）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１１ｍ　　　　＝Ｏ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 い。。　〃

を満たす関数で，〃に比へて缶視できる量であることを表している 。このｏ（〃）のスモールオーダー（ｓｍａ１ｌ　ｏエｄｅｒ）と呼

　ばれる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４７２）
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　　　　　　出去 …一（宗多
）２

１

　　　　　　一
肥’・÷

・眺・一

１；”・

努÷ 一・

であるから結局

　　　　　　　　　　　　　　戸［ｌ　Ｘ（〃十〃）一Ｘ（な）１＞６］＝ｏ（〃）

が成↓し，｛Ｘ（〃）｝のサンプルパスは連続である 。〃

一次変動，二次変動についての証明

まず二次変動が有界であることを示し，その性質から一次変動が有界ではないことを示す 。

　いま〃を固定し，標準ブラウン運動３（７）について

舳）一君ヅ／～／｝
一・（多づ一・（ん二’ ）・

ん一・〃

を定義する 。肌（７）は時間［Ｏ，〃］を２”個の微小区間に分割し，各区間における｛Ｂ（な）｝の増分

の二乗を加えたものである 。

　さて｛Ｂ（〃）｝の時間区間［Ｏ，幻における二次変動肌（な）が 〃→∞のとき収東することを示せ

ばよい。標準ブラウン運動過程の性質から ，各区間での増分６”比（ん＝１
，．．．，

２”）は互いに独立で正

規分布Ｗ（Ｏ ，な／２”）に従っている 。よって

　　　　　　
２”

　　　　　　　　〃
Ｅ（肌（〃））＝　１；｛（凶〃比）２｝：２”　　　＝カ

　　　　　　 比＝１　　　　　　　　２
”

（４）

であり ，また

２

・［／州
一・（ま）

であることから ，

Ｅ［｛肌（な）｝２】＝　２”亙［｛ム”ん｝４］十　Ｅ［｛」
”‘

｝２］Ｅ［｛」 ”ゴ｝２］

　　　　　　　此＝１　　　　　　　　　　　　‘≠ゴ

　　３〆　　　　　　　　　　〆　　　２〆
＝２”　　十（２

２”

２”）　　＝　　十〆
（５）

２２”　　　　　　　　　　２ ２”　　　２ ”

となる 。（４）式と（５）式より ，〃→∞のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２〆
　　　　　　　　Ｅ［１肌（カ）一７１２１：Ｅ［｛肌（〃）｝２１一｛Ｅ［肌（な）｝２＝ 　→０
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

”

となることから〃”（〃）はなに平均二乗収束する 。故に二次変動は有界である 。

　次に｛３（カ）の時問区問［Ｏ，〃］における総変動刃二１１」”比１が発散することを示せば，｛３（な）｝

が有界変動をもたないことを示せる 。ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　ｍａＸ｛１ハ”フ１｝≧１」 ”比１

　　　　　　　　　　　　　　　　　１≦ゴ≦２”

より
，

（４７３）
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２”

　　
２・ 　　｛」｝２ 　　　　肌（カ）　　　　　　　　　　　］ム”此１≧　　　　　　　　　＝

　　　　　　　　　　 １一・
　１一・ｍ・・１、，、２・１ｌ」”，ｌｌ　 ｍ・・／１」”，ｌ１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１≦ゴ≦２”　・

である 。分母はサンプルパスの連続性から〃→・・ のときゼロに概収束するので，肌（カ）がカに概

収束することを示せばよい 。

　後で示すように標準ブラウン運動はマルチンケールであるので，飛田（１９７５，Ｐ６１）の補題を証

明なしで用いる 。

　　　［補題１正整数全体を〃十とし，｛Ｚ
”，

〃ＥｌＶ＋｝を確率空問（９，”，戸）上の確率過

　　　程とする 。また，ハ”，
〃ＥｌＶ＋を””〔”で，〃とともに増加する完全加法族の列と

　　　する 。今，｛Ｚ
”， 〃Ｅ〃十｝をマルチンゲールとすれば ，

　　　　　　　　　　　　Ｅ（ｌｚ．１）≦Ｅ（１ｚ．１）≦
．．．

≦Ｅ（ｌｚ”１）≦
．．．

　　　であり ，もし

　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｍＥ（ｌＺ”１）＝Ｋ＜∞

　　　ならば確率１で極限値

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽１
　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｍＺ。（ｏリ）＝Ｚ。。（の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　”一“ｏｏ

　　　が存在する 。

　補題より ，肌（ヵ）はヵに概収束することがわかる 。故にＢ（な）の変動は〃→∞のとき

　　　　　　　　　　　　　　　
２”

　　　　　肌（〃）
　　　　　　　　　　　　　　］」”北１≧　　　　　　　→∞
　　　　　　　　　　　　　　ト。 　　 ｍ・Ｘ｛１」”。１｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１≦ゴ≦２”

より ，発散するので，３（〃）は有界変動をもたない。また

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｘ（〃）＝〃十〇Ｂ（〃）

として表現されるので，Ｘ（ヵ）も有界変動をもたない。〃

微分不可能性の証明

フラウン運動過程は有界変動をもたないので，フラウン運動のサンプルパスは微分不可能である

ことがわかる 。ここでは別の視点から直観的な説明を加える 。Ｏ≦ｓ≦ヵについて，ブラウン運動

の性質より

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｂ（〃）一Ｂ（ｓ）２ 　１
　　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ　　　　　　　　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃一ｓ　　　　　〃一３

であり ，ヵ→ｓ とすれば

胆・／帥１三ぎ
（Ｓ） ／２

一

となる 。一方，微分可能を仮定し，導関数を３
１、

とすれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　３（な）一Ｂ（Ｓ）　　 ２

　　　　　　　　　　　　　　　１１ｍＥ　　　　　　　　－Ｂ１。＝Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　 ’→。 　　　　トｓ

すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２　　　　　　　　　　　　　　炉 帥１三タ
（８） １一

岬・
となり矛盾である 。よって万（〃）は微分不可能であるので，Ｘ（ヵ）も微分不可能である 。〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４７４）



　　　　　　　　　ブラウン運動 ・確率微分方程式 ・利子率の期問構造のモデル（浅井）　　　　　　　１１７

マルコフ性の証明

マルコフ性とは「将来の時点（８＋〃）における確率的なふるまいは，現時点 ｓでの状態にのみ依

存し過去の履歴には無関係である」というものである 。ブラウン運動の定義（Ａ．２）より

　　戸［Ｘ（・十な）≦ 引Ｘ（ｓ）＝”，Ｘ（〃）＝”（〃） ，Ｏ≦〃＜ｓ１

　＝戸［Ｘ（・十カ）一Ｘ（・）≦；４一”１Ｘ（・）＝”，Ｘ（〃）＝”（〃） ，０≦；〃＜・１

　＝Ｐ［Ｘ（３＋カ）一Ｘ（ｓ）≦；〃一工１Ｘ（８）＝”］

が成立するので，ブラウン運動｛Ｘ（な） ，之≦Ｏ｝はマルコフ過程である 。〃

標準フラウン運動のマルチンゲール性の証明

マルチンケールは公平なケーム ，すなわちｒそのケームに参加している人の次の時点での所持金

の期待値は，現時点での所持金に一致している」ということを表している確率過程である 。つま

り任意の〃≧３に対して

　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［Ｂ（〃）１ハ
”，

Ｏ≦〃≦ｓ１：Ｂ（３）

が成り立つことを示せばよい 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［Ｂ（カ）１ハ
”，

Ｏく〃くｓ１

　　　　　　　　　　　　　　　　：Ｅ［Ｂ（〃）一Ｂ（ｓ）十Ｂ（ｓ）１ハ
”，

ｏ≦；〃≦ｓ１

　　　　　　　　　　　　　　　　＝Ｅ［３（な）一Ｂ（３）１ハ”］十Ｅ［Ｂ（ｓ）１ハ”］

　　　　　　　　　　　　　　　　：Ｅ［３（な）一Ｂ（ｓ）１”、］十Ｅ［Ｂ（ｓ）１ア、］

ブラウン運動｛３（〃） ，〃；≧Ｏ｝は独立増分をもつから増分３（〃）一３（８）と”、は独立である 。よっ

て

　　　　　　　　　　　　Ｅ［Ｂ（カ）一Ｂ（ｓ）１ア、１＝Ｅ［Ｂ（〃）一Ｂ（・）１＝Ｏ

またＢ（ｓ）は亙、一可測であるから ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［３（ｓ）１ハ、］＝Ｂ（ｓ）

となり ，標準ブラウン運動はマルチンゲールであることがわかる 。〃

　２ ．４　拡散過程

定義｛Ｘ（〃） ，７≧Ｏ｝の状態空間Ｓを実数Ｒまたはその部分空間とする 。サンブルパスの連続な

マルコフ過程｛Ｘ（〃） ，カ；≧Ｏ｝が次の極限をもつときに拡散過程とよぶ 。

　　１
１ｉｍ

トＯ 〃

　　１
１ｉｍ

トＯ 〃

Ｅ［んＸ（〃）１Ｘ（〃）：”］＝４（” ，〃）

Ｅ［んｘ（カ）２１ｘ（カ）＝”１＝ｄ２（” ，カ）≠ｏ

（６）

この〃（” ，カ）をドリフト関数，０２（” ，〃）を拡散関数とよぶ 。

　このとき ７＞２に対して

　　１
１ｉｍ　　Ｅ［（んＸ（な））７／Ｘ（な）＝”］：Ｏ

トＯ 〃
（７）

となることが知られている 。いま ７＝３で｛Ｘ（７）｝がブラウン運動の場合について示す 。

（４７５）
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　んＸ（カ）＝［Ｘ（汁〃）一Ｘ（〃）］～１Ｖ（〃，〆〃）であるから ，この正規分布の積率母関数を刎（ｓ）

とすると ，小Ｘ（〃）の３次のモーメントは

　　　　　　　　　　　　　　Ｅ［（んｘ（〃））３１ｘ（カ）＝”１＝刎（３） （ｏ）

として計算される 。ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　吻（・）一…１…十

判
より

　　　　　　　　　　　　　〃（Ｓ）＝（〃十ｄ２〃Ｓ）刎（Ｓ）

　　　　　　　　　　　　　刎”（Ｓ）＝ 〃・ 刎（Ｓ）十〃十０２加）〃（Ｓ）

　　　　　　　　　　　　　刎（３） （・）＝２ｄ２か刎１（・）十（４〃十ｄ２〃・）刎”（８）

　　　　　　　　　　　　　刎（３） （Ｏ）＝２ｄ２４〃２＋〃（ｄ２＋４２〃）

であるから ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｍ　　吻（３） （Ｏ）＝Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〃→Ｏ 〃

となる 。

　ｏ（”）を２回微分可能で，ｇ１（”）≠Ｏかつ２次の導関数は連続であるとする 。このとき拡散過程

｛Ｘ（〃）｝をｇ（”）で変換した確率過程｛ｒ（〃）＝ｇ（Ｘ（〃））｝も拡散過程であることを示す。まず，ｇ”

（”）が存在するので，ｏ１（”）は連続関数である 。よっ てｇ１（”）≠Ｏより
，ｏ１（”）＞Ｏまたはｏ１（”）

＜Ｏ，つまりｇ１（”）は狭義単調増加または狭義単調減少関数である
。

　Ｘ（〃）＝”とする 。〃＞Ｏに対して確率変数９（Ｘ（汁〃））をＸ（〃）＝”のまわりで各サンプルパス

毎にテイラー展開をすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（んＸ（〃））２
　　　　　　　　　 ｏ（Ｘ（〃十〃））＝ｇ（”）十んＸ（〃）ｏ１（”）十　　　　　　　ｇ”（冬）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

となる冬が各サンプルパス毎にＸ（ヵ）とＸ（汁〃）の問に存在する 。つまり冬は確率１でＸ（〃）と

ｘ（汁〃）の間にある確率変数である 。

　〃＝ｒ（〃）＝ｏ（ｘ（〃））＝９（”）とおくと

ｒ（カ十〃）一４＝ んＸ（〃）０１（”）十
（んＸ（〃））２

　　　　　ｇ”（冬）
　　２

（８）

となる 。ｏ”（”）の連続性と｛Ｘ（カ）｝のサンプルパスの連続性により

　　　　　　　　　　　　　　　　戸［ｌｉｍ０”（冬）＝９”（”）］＝１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃→Ｏ

であるから ，（６）と（８）により｛ｒ（カ）｝に関して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　　　〃（４）＝１ｉｍ－Ｅ［んｒ（〃）ｌ　ｒ（〃）＝４］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　トＯ 〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〃１ （”）十一０・２（”）０”（”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

を得る 。｛ｒ（な）｝の拡散関数 ｄ．２（〃）については，（８）式を二乗すると

　　　｛ｒ（汁〃）一〃｝２＝｛んＸ（カ）０１（”）｝２

（４７６）
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　　　　　　　　　　　＋｛んＸ（〃）９１（”）｝｛（んＸ（な））２ｇ”（Ｚ）｝

　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　＋｛んＸ（カ）｝４｛９”（”）｝２
　　　　　　　　　　　　　４

となるが，（７）式より３次以上の｛んＸ（な）｝７ の期待値は ｏ（〃）であるから
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　　 ０２ （〃）：１ｍ　Ｅ［｛んＸ（〃）｝２１ｒ（な）＝４１

　　　　　　　　　　　　　　　　　 〃→Ｏ 〃

　　　　　　　　　　　　　　　　＝ｄ２（”）｛０１（”）｝２

となる 。また ，条件（３）は ，｛Ｘ（ヵ）｝が拡散過程であることとｇ（”）の連続性から明らかに成止す

る。 よって ，｛ｒ（〃）｝はドリフト関数（９）と拡散関数（１０をもつ拡散過程である
。

　２　５　幾何フラウン運動過程

定義｛Ｘ（〃） ，〃；≧Ｏ｝をフラウン運動過程

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｘ（な）＝〃十〇一Ｂ（〃）

とする 。ここで｛Ｂ（な） ，〃≧Ｏ｝は標準ブラウン運動過程で，４とｄ は定数である 。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　】ｒ（カ）＝】ｒ（Ｏ）２ｘ（’） 　〃≧Ｏ

により定義される｛ｙ（７） ，７；≧Ｏ｝を幾何ブラウン運動過程と呼ぶ 。

　幾何ブラウン運動｛ｒ（之） ，７≧Ｏ｝は拡散過程であることを示し ，｛ｒ（之） ，〃；≧Ｏ｝のドリフト関

数仰（４）と拡散関数 ｄ２ （４）を求める 。ここでは前節の結果をそのまま使う 。

　０（”）＝〆とおく 。０１（”）：０”（”）：〆であり ，ブラウン運動Ｘ（〃） ，ヵ≧Ｏ｝のドリフト関数と

拡散関数はそれぞれ４（”）＝４，ｄ２（”）：ｏ２ であるから前節の結果より ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ０・
２

　　　　　　　　　　　　　　〃（４）＝〃〆十　　〆，０
Ｉ２

（４）＝０－２６吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

となる 。〃＝９（Ｊ）＝〆とし ，４＞Ｏに注意すれば，｛ｒ（ヵ） ，之；≧Ｏ｝はドリフト関数と拡散関数がそ

れぞれ

舳）一（・・言）臥州 一的・…

で与えられる拡散過程である 。

　２ ．６　ブラウン橋過程

定義閉区間［Ｏ，ｒ］の両端においてＢ（Ｏ）：ｏ，Ｂ（ｒ）＝６であって，途中ではブラウン運動に従

う確率過程をブラウン橋過程とよぶ 。

　｛Ｂ（Ｏ）：ｏ，Ｂ（ｒ）＝６｝という条件の下での｛Ｂ（カ） ，０≦ＫＴ｝の確率密度関数を求める 。

１（” ，〃）を｛Ｂ（Ｏ）：ｏ｝という条件の下での確率ベクトル（Ｂ（之） ，Ｂ（ｒ））の同時密度関数とす

る。 ブラウン運動｛３（カ）｝のマルコフ性から

　　ア［Ｂ（之）≦１，Ｂ（Ｔ）≦〃１Ｂ（Ｏ）：・１

一〃［・（・）・舳）一・１ 古…／一（”デ）２
伽

（４７７）
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一£工１万兀１、．カ）…／１帥・去…」号）２
伽

となる 。ここで使っているのは，時点Ｏでｏにいた粒子のな時点後の位置が正規分布１Ｖ（ｏ ，な）に

従うという性質である 。上式を”と４で偏微分して

　　　　　　６ ２

五”（” ，〃）＝ 　　Ｐ［Ｂ（な）≦”，Ｂ（ｒ）≦４１Ｂ（Ｏ）＝ｏ１

　　　　　伽助

　　　　一去工１舌工１点…一 賠伽
　　　　　　 ・古 …１」”茅

）２

１伽

　　　　一 …（”茅）２
伽

　　　　　点 ・去 …／一（”デ）２

を得る 。結局

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２
　　　　　　　　１　　　　　１　　　 ｏ（ｒ一〃）十〃　（〃一〇）２
ん（” ，４）＝

　　　　 ｅｘｐ 　　　　　”一
　　　　　 ２冗 凧　　　　２な（卜〃）／ｒ 　　　 ｒ　　　 ２ｒ

であり ，４の周辺密度関数は

ル（〃）＝エン・（・ ，〃）伽

　　　一 缶…／」麦弄
）２

／

　　　　　　 ・工１２冗な（ タ．”）／、…／上（；１甘芦
）／「）２

１伽

　　　一 古…１」麦弄
）２

１
である 。｛Ｂ（Ｏ）＝ｏ，３（Ｔ）＝６｝という条件の下での３（〃） ，Ｏ≦カ≦ｒ｝の確率密度関数ム。。（肋）

は

ム／、（”１６）＝五・（”）

　　　　　　　／。（６）

２冗”（

妄．”）／、…／一（”一（ｌ１甘芦
）／「）２

よって｛Ｂ（０）＝ｏ，万（Ｔ）＝６｝という条件の下で｛３（〃） ，Ｏく〃≦ｒ｝は正規分布

・（丁弄 ¢・十

÷ぺ（午
な）

）
に従う 。

　この結果を用いると 確率過程

　　　　　ｒ一〃
　Ｚ（サ）＝

　　　　　ｒ
・十 ÷・十（舳 一÷・（・））

（４７８）
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はＸ（Ｏ）＝ｏ からＸ（ｒ）＝６へのブラウン橋過程である 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　３　確率微分方程式

　この章では線形確率微分方程式

　　　　　　　　６Ｘ（〃）＝４（Ｘ（〃） ，〃）〃十〇Ｉ（Ｘ（〃） ，カ）ｄ３（な） ，〃≧Ｏ；Ｘ（Ｏ）＝”　　　　　　　　　（９）

を考える 。ここで４（Ｘ（〃）
，〃） ，ｏ（Ｘ（〃） ，〃）は確定的な関数であり ，｛Ｂ（〃） ，〃；≧Ｏ）は標準ブラウ

ン運動である 。問題になるのは」Ｂ（〆）〃の極限であるが，前述したように｛３（〃）｝が有界変動

をもたないので通常の意味ではこの極限は存在しない。そこで形式的な極限としての上式に数学

的な意味を持たせるために，確率積分と確率微分の概念の導入が必要となる 。

　３　１　確率積分

　この節では伊藤の意味の確率積分とストラトノヒノチの意味の確率積分の

比較を行なう 。

　｛¢（な）｝を連続なサンプルパスをもつ確率過程とし，確率積分

　　　　　　　　　　　　　　　　〃） 寸州ｄ趾）　　　　　　　 （１Ｏ

の計算を考える 。いま ，時間［Ｏ，幻を 〃分割し，その分割点を

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｏ＝〆ｏ＜７１＜
．．．

＜ち＝カ

とする 。｛３（な）｝は有界変動ではないが，通常のスティルチ ェス積分と同様に（１０式を

　　　　　　　　　　　ム＝３ ¢（”！）十州１・１
）ｌＢ（ム

、１
）＿ 砒）／ 　　　　　　 （ｌ１）

　　　　　　　　　　　　　 ゴ＝ｏ　　　２

　　　　　　　　　　　　　　　　〃一１
　　　　　　　　　　　　　　Ｚ”：　¢（〃‘）｛３（カ

‘十１
）一Ｂ（なゴ）｝　　　　　　　　　　　　　（１ａ

　　　　　　　　　　　　　　　　‘：０

という２つの方法で近似してみる 。通常のスティルチェス積分では，〃→・・ のときに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｍａｘ　ｌカ，十１一〃，１→Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｏ≦‘≦〃一１

となるような任意の分割に対して，｛¢（な）｝の近似の方法に依存せずに同一の値に収束するとき

積分が存在するという 。

　｛３（ヵ）｝は有界変動ではないので，確率積分では｛¢（カ）｝の近似の方法によって収束値が異な

る場合がある 。これを見るために，｛¢（〃）｝として｛３（ヵ）｝を考える 。このとき（川式はＢ（Ｏ）＝Ｏ

を仮定すると

　　　　　　　　　　　　　１
・一１

　　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　１”＝ 　　｛Ｂ（な，。。

）２ Ｂ（７，）２ Ｂ（カ，）２｝　Ｂ（７）２

　　　　　　　　　　　　　２ ‘＝。 　’ 　　 ‘　　 ．　２

（４７９）
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となる 。よって｛Ｂ（〃）｝の各区間［あ ，な
‘。１］での近似値として平均の値を選んだときの極限は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　　　　　１ｉｍノ；”＝３（７）ｄ３（７）＝一Ｂ（〃）２

　　　　　　　　　　　　　　　。→。。　　　　　　　　　　２

となり ，これは通常のスティルチ ェス積分の結果と一致する 。

　次にムの極限を評価するために ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１〃一１
　　　　　　　　　　　　　　ムーム＝一　｛万（〃‘。。）Ｌ３（〃‘）２｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２ ‘＝ｏ

という関係式を利用する 。上式の右辺は，微小区間における増分の二乗の和であるから ，１ ．３

節の結果より ，〃→∞のときに〃／２に概収束かつ平均二乗収束する 。よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　カ
　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｉｍム＝一Ｂ（〃）２

一　　　　　　　　　　　　　　　　 。→。。　　２　　　　　２

となり ，異なる結果が得られた 。

　このように確率積分は｛¢（〃）｝をどのように近似するかにより結果が異なる 。ムを吻式で定義

しその極限が区間の分割の仕方に依存しないとき ，その極限１（〃）を伊藤の意味の確率積分とい

う。（１の式による積分をストラトノビッチの意味の確率積分という 。後出の確率微分方程式との整

合性をとる意味で，（１ａ式のように｛¢（ヵ）｝を近似すると都合のよいことが多い
。

３． ２　伊藤の変換公式

（９）式を積分表現で書くと

・（１）一・（・）一
ル（・（・）

，・）ゐ小（（・（・）
，・）舳

（１３

となるが，（１３式の右辺第２項は確率積分であるから ，（９）式の確率微分方程式の解は，サンプルパ

ス毎に考えた通常の微分方程式の解とは異なっていることが予想される 。この節では，確率微分

方程式を解く際にきわめて有用な伊藤の変換公式について説明する
。

　｛ｘ（〃）｝を（９）式の解とし ，ｒ（〃）＝グ（ｘ（〃） ，〃）により変換された確率過程｛ｒ（７）｝を考える 。こ

こで１（” ，〃）は十分なめらかな関数とし，簡略化のため”による一階の偏微分を五（” ，〃）

，”と〃

による偏微分をム、（” ，ヵ）という具合に書くことにする 。まず２変数関数のテイラー展開の公式か
ら，

〃一五（Ｘ ，１）・Ｘ＋力（Ｘ
，１）〃・五・（Ｘ ，”）１舳

・十五、（Ｘ ，〃）舳・。（〃）
　　　　　　　　　　　　　　　　２

（１４

を得る 。ところで，１ ．３節で定義した肌（な）が 〃→∞のときになに収束することを形式的に

積分の記号で書くと ，積分の定義から ，

工’

１舳１・十ル
となる 。これは十分小さな〃に対しては ，

｛畑（〃）｝２＝ 〃十０（〃） （１弓

（４８０）
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と考えてよいことを意味している 。よって（９）式より
，

　　　　　　　　　　　　　　　｛ｄＸ（〃）｝２＝〇一２（Ｘ ，な）〃十〇（〃）

を得る 。また｛３（〃）｝のサンプルパスの連続性により

　　　　　　　　　　　　　　　棚（な）〃
　　　　　　　　　　　　　１ｍ　　　　　　＝１１ｍ｛Ｂ（〃）一Ｂ（Ｏ）｝＝Ｏ
　　　　　　　　　　　　　伽Ｏ 　〃　　 〃→Ｏ

であるから ，棚〃＝ｏ（〃）であり結局

　　　　　　　　　　　　　　ｄＸ〃＝０（〃）十０（Ｘ ，７）畑〃＝０（〃）

である 。以上の結果を使って（１４式を整理すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（ｘ
，カ）

　　　　　　　　ｄｒ＝五（Ｘ ，カ）４（Ｊ＜７）十力（Ｘ ，〃）十　　　　 〇２（Ｘ ，な）〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

　　　　　　　　　　　＋ム（Ｘ ，カ）ｏ・（Ｘ ，〃）６３

となる 。（１つ式を伊藤の変換公式という
。

１２３

（１ｄ

（１つ

　３ ．３　ギルサノフの定理

　ギルサノフの定理は与えられたＩｔｏ 過程を任意の移動係数をもつＩｔｏ 過程へ書き直すような確

率測度の調整法であると考えられる
。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　４）定理｛Ｘ（〃）一≧０｝を確率測度Ｐの下でのフラウン運動過程とする 。二乗可積分な関数１（ ・）に

対して新たに確率過程

　　　　　　　　　 ・（１）一… ル（・）舳）一１工’／・（・）１帆炬［・
，・１

を定義する 。Ｅ［ｒ（ｒ）］：１と仮定し，新たな確率測度Ｐを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　６Ｐ＝ｒ（７）６戸

によって定義する 。このとき ，

　　　　　　　　　　　　　　　　烹（１）竺
・（１）一ル（・）必

は確率測度Ｐの下で，フラウン運動過程になる 。

４　利子率の期間構造

　割引債とは政府，各種公共団体，企業などが資金調達のために発行する一種の証券である 。発

行者が定めた期日（満期日）に発行時に約束した金額を投資家に返還するが，発行時点で投資家

は満期日に返還される金額よりも少ない投資額でこの証券を獲得できるため割引債と呼ばれる
。

　４　関数１（・）が二乗可積分であるとは，この場合

　　　　　　　工
「１１（・）１・

…∞
　であることを意味する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４８１）
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このような割引債も市場で取り引きされ，利子率，満期日までの期間の長さによっ てその価値が

変動する 。

　さて，時刻ｒで満期となる割引債の時刻〃における価格を戸（な，ｒ）とする 。ただし，この債券

１単位の満期日における価値Ｐ（ｒ，ｒ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｐ（Ｔ ，Ｔ）＝１

であると仮定する 。時点〃からｒまでの平均の利子率は最終利回りまたはイールドとよばれ，ｒ

（な ，ｒ）と書く 。よってこの債券の価格を

　　　　　　　　　　　　　　　Ｐ（な，ｒ）＝ｅｍ・Ｔ）（Ｔ一’）
〃≦ｒ

と表すことができる 。

　時点〃における瞬問的利子率を瞬聞的スポットレートと呼び，７（な）と書く 。また将来の時点ｒ

における瞬問的利子率を瞬間的フォワードレートと呼び，〃，ｒ）と書く 。これは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　６
　　　　　　　　　　　　　　１（な，ｒ）＝一　　　　１ｏｇＰ（〃 ，Ｔ） ，　 〃≦ｒ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　６ｒ

と表すことができる 。またこの式より

岬）一…一〃，・）ゐ ，１・・

が成立する 。

　４ ．１　スポットレートモデル

　スポ ットレートの実際の動きを見てみると ，平均的なレベル刎＞Ｏが存在して，このレベルの

周辺をレベル刎へ回帰するように変動している 。このようなスポットレートの変動の様子を確

率微分方程式で表現するためには

〃（〃）＝６（刎一７（〃））〃十〇・（７（な） ，な）ｄＢ（〃）
，〃

，６＞Ｏ，〃≦Ｏ
（１萄

と定式化するのが妥当である 。このとき ７（カ）＞刎であれば瞬間的な変位の平均は負であるから
，

平均的には ７（〃）は減少する方向へ向かうし，逆に ７（〃）＜刎であれば瞬間的な変位の平均は正で

あるから ，平均的には ７（ヵ）は増加する方向へ向かうであろう 。６ は７（〃）が平均のレベル〃へ戻

ろうとする力の強さを表している 。もちろん ６や吻は ７（〃）の状態と時点〃に依存していてもよ

い。 以下では代表的なスポ ットレートモデルとして，ＶａｓｉｃｅｋモデルとＣＩＲモデルを紹介する 。

Ｖａｓｉｃｅｋモデル

Ｖａｓｌｃｅｋ（１９７７）は瞬間的スポソトレートを次の確率微分方程式で定式化した 。

〃（カ）＝６（刎一７（〃））〃十〇・ｄＢ（¢） ，〃≧Ｏ；７（Ｏ）：７
（１旬

ここでｄ はスポットレート過程のボラティリティを表している 。ボラティリティが定数である

から ，この確率微分方程式に従うスポ ソトレート過程は正の確率で負の値を取り得る 。

ＣＩＲ（１９８５）モデル

¢ｏ式においてｏ（７（〃） ，な）＝ｄ何丁とおいたモテル

（４８２）
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　　　　　　　　〃（な）：６（刎一７（な））〃十〇・河丁６３（〃） ，〃≧Ｏ ，７（Ｏ）＝７　　　　　　　　　¢Ｏ

が有名なＣＩＲ（Ｃ．ｘ
－Ｉｎｇ。。。。１１－Ｒ。。。）モデルである 。このモデルでは ７（７）が負の値を取ることはな

い。 なぜならは，７（ヵ）がＯに近づくとそのポラティリティはＯに近づき ，一方瞬問的な変位の

平均値は正なので，このときほとんど確実に ７（ヵ）は増加の方向に向かうからである
。

包含モデル

Ｂｒｅｍｅｒ，Ｈａｒｊｅｓ，ａｎｄＫｒｏｎｅｒ（１９９６）やＣｈａｎ，Ｋａ．ｏ１ｙｉ，Ｌｏｎｇｓｔａｆｆ，ａｎｄＳａｎｄ．ｅｒｓ（１９９２）など
，

ＶａｓｉｃｅｋモデルやＣＩＲモデル等を包含したモデルを使 った実証分析がいくつかある 。彼等の研

究では，包含モデルは

　　　　　　　　　　　　〃（カ）：（ぴ十伽（カ））〃十¢［７（７）］７ｄ３（７）　　　　　　　　　　　　　¢１）

と定式化されている 。ただし ，房 ，¢，宇はパラメーターである 。これはスポ ットレートのモデルと

して提案された様々なモデルを包含している（表１）。 上の式をＥｕ１ｅｒ－Ｍａｒｕｙａｍａ 近似を使 って

離散化すると

７（な十〃）一７（〃）：（ぴ十伽（〃））〃十¢［７（カ）］ア ／万£、十〃 ，７：Ｏ ，〃

，．．．，
（Ｗ－１）〃 吻

となる 。ただし £’～ 〃１Ｖ（Ｏ，１）である 。このようなモデルを使えば，データに対してどのモデル

が当てはまりが良いのか実証分析できる 。

　　　　　　　　　　　　表１　包含モデルとスポ ットレートモデルの関係

〃二（ぴ十伽）〃十¢〆６〃

Ｍｏｄｅ１

ぴ　　房　　¢　　宇

ｉ． Ｍｅれｏｎ（１９７３）

ｉｉ

．Ｖａｓｉｃｅｋ（１９７７）

ｉｉ ．ＣＩＲ（１９８５）Ｓｑｕａｒｅ　Ｒｏｏｔ

ｉｖ
．Ｄｏｔｈａｎ（！９７８）

ｖ． Ｇｅｏｍｅ位ｉｃ　Ｂｒｏｗｎｉａｎ　Ｍｏｔｉｏｎ

ｖｉ
．Ｂｒｅｎｎａｎ　ａｎｄ　Ｓｃｈｗａ耐ｚ（１９８０）

ｖｉｉ ．ＣＩＲ（１９８０）Ｖａｒｌａｂ１ｅ　Ｒａｔｅ

曲．　Ｃｏｎｓｔａｎｔ　Ｅ１ａｓｔ１ｃ１ｔｙ　ｏｆ　Ｖａｒ１ａｎｃｅ　ｐｒｏｃｅｓｓ

　　　 Ｃｏｘ（１９７５）ａｎｄ　Ｃｏｘ　ａｎｄ　Ｒｏｓｓ（１９７６５

Ｏ　　　　　　Ｏ

　　　　　Ｏ

　　　　ｌ／２

０　　　　　　１

　　　　　１

　　　　　１
０　　　　　３／２

　４ ．２　フォワードレートモデル

ＨＪＭモデル

Ｈｅａｔｈ，Ｊａｒｒｏｗ，ａｎｄ　Ｍｏｒｔｏｎ（１９９２）（以下ＨＪＭ）によって提唱されたモデルは，伝統的な瞬問的

スポ ットレートモデルとは異なり ，瞬問的フォワードレートをモデル化するものである 。ＨＪＭ

モデルでは，満期ｒの時点〃における瞬間的フォワードレート１（カ，ｒ）がある確率過程に従うと

し， 次のようなＩｔＯ 過程で表現される 。

（４８３）
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４（〃 ，ｒ）＝ぴ（〃，ｒ ，・ ）〃十　 ０・
‘（な ，ｒ ，１（な ，ｒ））ｄ夙（〃）

　　　　　　　　　　‘；１

鯛）

｛Ｂ，（〃）｝は確率空間（９，”，Ｐ）で定義された独立な標準フラウン運動，ぴ はドリフト関数，ｏ，は

ポラティリティ関数を表す。　般にドリフト関数は〃≦ｓ≦ｒを満たすすべての満期 ｓについての

フォワードレートに依存するので，簡単のためこれらを省略して「・」で表している 。この時 ，

ＨＪＭはこのモデルに無裁定条件をリスク中立測度の下で課すと次のような制約が加わることを

示した 。

ぴ（１ ，ｒ ，・ ）一一の（げ〃，ｒ））舳）一ル伽〃，・））伽 ¢４

ただし¢‘（之）はリスクの市場価格である 。

実証用の定式化

　ＨＪＭモデルでは，無裁定を理論的に保証するための条件がモデルに複雑な制約を与えるため ，

ＨＪＭモテルを出発点にして実証モテルを構築するのは一般に易しくない。Ｋａｍ１ｚｏｎｏ　ａｎｄ

Ｋａｒ１ｙａ（１９９６）（以下Ｋ－Ｋ）は，階段関数を使ってＨＪＭモテルのボラティリティ項を特定化して ，

簡単に推定を行なえるようにした。以下ではＫ－Ｋの方法を概説し，浅井 ・高橋 ・斯波（１９９８）に

よる拡張に触れる 。

　Ｋ－Ｋは無裁定条件を実証上課すために以下のような定式化を採用した 。

まずリスクの市場価格¢‘（〃： ０）＝伽一定の未知パラメータク＝Ｏ
，．．．，

〃 鯛

またデータとして期問［Ｓゴ，
Ｓゴ。１］の金利を現在時点なで予約した時のフォワードレート２〃，ノ

＝１
，．．．，

〃と ，満期Ｓ。のスポットレート２。’ が観測可能であると仮定した。その上で，ボラティ

リテイ関数についてＡｍｍ　ａｎｄ　Ｍｏｒｔｏｎ（１９９４）のような恋意的な定式化をせずに，満期ｒにつ

いての階段関数１（ｒ）を使って定式化した 。

　　　　　　　　　　　　　〃十１
の（げ ：０）＝冬・（〃）１

１い１〃け疵１－１
（１）１

１・ゴ．、～）
（ｒ）

　　　　　　　　　　　　　ゴ＝２
鯛

　　　　　　　　　　　　　　　ク＝Ｏ ，．．．，
〃

ただし，冬‘ゴ（カ）は ，微小時間〃の問のづ番目のファクターの！（な ，ｒ） ，Ｔ£［＄ ，Ｓ
ゴ。。］への変動の寄

与分を表す。これでホラティリティは一種の時変パラメータまたは確率係数モテル的に定式化さ

れたことになる 。ＨＪＭモデルにこれらの定式化を入れて，観察されるフォワードレート２〃 を使

って離散化すると次のようになる 。

　　　　　　　　　　　Ｚ、十”一Ｚ、＝４、〃十 石　；£、十〃，〃＝Ｏ ，ｈ
，…

（Ｎ－１）ｈ

ただし

　　　　 ２。’ 　　４ 。’ 　　　冬。。（〃）…冬。”（な）

　　２Ｆ　　　，〃＝　　　，｝＝　　　　　　　　　 ，

　　　　 ２”’ 　　４”’ 　　　冬”。（な）…冬””（な）

（４８４）
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　　　£Ｏ’

　£’＝　　　　　　～〃
〃十１

（Ｏ ，ム
十１

），

　　　£舳

４ゴ（カ）＝ｏ、 （　、・ゴ、一¢）　ノ＝Ｏ
，

　　　冬。〃）　　　¢。

　０’’：　　　　 ，¢＝　　　 ，

　　　冬”ゴ （７）　　　　¢
”

．．．
，〃

，

１２７

Ｓ１一カ

Ｓ。一Ｓ
。

００’＝

３。一〃

２

０

Ｏ

，ｏ〃＝

８ノーＳト１

Ｓゴ。。一８
ゴ

，ノ＝１
，．．．，

〃，

２

０

　　　　　　　　　　　　　　○

伽一
十∴ 。工７＋ソ（岬い一・

・…・
・

フォワードレート２〃 は瞬間的フォワードレート〃，ｒ）の積分として表されており ，初めて観測

可能な変数を使ったオペレーショ ナルなモデルに変換されたことになる 。推定すべきパラメータ

のベクトルを０とすると ，テータ ２、 が与えられたときの対数尤度関数は ，

　　　　　　　　　ｗ　　　　　１　　 １・Ｌ（ｏ１・１）＝ｉ １・・ｒ １・１似川

　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　　 、

　　　　　　　　一 （舳１寸１ジ（似｝）一１ （・１・ゲ・ｒ 伽）

となる 。ただし１Ｖは標本の大きさである 。この対数尤度関数１ｎＺをパラメータベクトル０につ

いて最大化して，最尤推定量０が得られる 。

　Ｋ－Ｋは，東京金融先物取引所に上場されているユー口円金利先物３ヵ月ものデータについて

実証分析を行なっている 。彼らは実証分析に際し，　、を以下のように特定化した 。

　　　　　｝＝〃、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鯛

　　　　　　　　　 １　　 ９　　
９２ 　．．． 　〆

　　　　　　　　１　石　石　　ヅｒ７
　　　　　戸＝　　　　　　　１　　　　ｇ　　…　　

９”一１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　…　９
”一２

　　　　　　　　　　　　　　０

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

　　　　　ム：ｄｉａｇ｛ノ 。２。’，．．．，
刃”

２”ま｝

ただしｄｉａｇ｛ ・｝は対角行列を示し，ｇは限月が隣合う資産の先物金利の相関係数を示す。ん ，ノ

＝Ｏ
，．．．，〃は各資産の瞬間的フォワードレートのボラティリティの大きさを表す

。

　浅井 ・高橋 ・斯波（１９９８）では以下の２点についてＫ－Ｋの定式化を若干拡張している 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４８５）
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　１ ．Ｋ－Ｋの定式結果を見ると ，スポ ットレートの変動が推定結果に多大な影響を及ぼしてい

　　るので，この影響を取り除く 。すなわち ，づやノがＯ（ゼロ）の部分を除外する 。

　２ ．限月が隣合う資産の同時点間の相関係数が常に等しいという

仮定（上の（２８）式）を緩め，その相関係数が個々に異なることを許す 。

浅井 ・高橋 ・斯波（１９９８）の実証分析では３資産モデルを使い（〃＝３） ，｝，戸 ，ムを

　　　　　｝＝〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鯛

　　　　　　　１　９
１２

　　　ｇ。。

　　　　　戸＝Ｏ
河　　 ９五

　　　　　　　 〇　

〇　斤　　　　　”＝ｄｉａｇ｛加１’，．．．，
刃”２

”’｝

とおいている 。ただし ，９ム＝（９２３－９ ．２９３１
）／

河である。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１ｇ 。。 ９。。

　　　　　　　　　　　　　　　　戸１戸＝９ １． １ｇ。。 　　　　　　　　　　ｅ０
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　９。。 ９。。 １

となり ，限月が隣合う資産の同時点間の相関係数が個々に異なっている 。

５　結びに代えて

　本稿では，フラウン運動や確率微分方程式を踏まえつつ，利子率の期間構造のモテルを紹介し

た。 利子率の期間構造のモデルの紹介では，特に実証分析へ応用を目的として解説した。最近で

はＥｕ１ｅｒＭａｒｕｙａｍａ 近似ではなく ，Ｓｈｏｊ１ａｎｄ　Ｏｚａｋ１（１９９８）の局所線形化法による近似方法も提

案されているが，本稿の扱う範囲を超えるので紹介しなかった。本稿が，実証分析を目的とした

研究者の一助となれば幸いである 。
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