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１　はじめに

　本稿の目的は，近年，統計学の分野で注目を集め，また計量経済学への応用が増え続けている

マルコフ連鎖モンテカルロ 法（Ｍ・・ｋ…　ｈ・ｍ　Ｍ・ｎｔ・ Ｃ・・１・，以下ＭＣＭＣ）を紹介することにある 。

第２章ではＭＣＭＣの統計的性質について述べる。第３章では計量経済学への応用に使われる

Ｇ１ｂｂｓサンプラーとＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ－Ｈａｓｔｍｇｓ を紹介する。第４章と第５章では，ＭＣＭＣのベイジ

アン計量経済学への応用としてＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）モテルとＳｔｏｃｈａｓｔ１ｃ　ｖｏ１ａｔ１１１ｔｙモテルを扱う 。

２　マルコフ連鎖モンテカルロ法

　２．１　マルコフ連鎖の概要

　集合９１”について部分集合のｏ－ａ１ｇｅｂｒａ をクとする。特にクはＥの部分集合の可算和

（。ｏｕｎｔ．ｂ１・・ｏ１１ｅ・ｔ１ｏｎ）によって生成されるものとする。可測空問（９，ク）上の推移核（ｔ・・ｎ・１ｔ１ｏｎ

ｋ・ｍ・１）Ｐ９×ク→［Ｏ，１］は次の性質をもつとする 。

　１ ．任意の固定されたＡＥクについて関数戸（ ・， Ａ）は可測である 。

　２ ．任意の固定された狂９について関数Ｐ（”，・ ）は（９，ク）上の確率測度である 。

またｒ：｛Ｏ，１，２，　｝とするとき確率変数ベクトル｛¢，ｚＥｒ｝についてマルコフ性は次のよ

うに定義される 。

戸（”，Ａ）…戸、（¢‘十１ＥＡｌ¢Ｆ”，¢ゴ，プ〈ゴ）　”Ｅ９，Ａ〔９

これは¢，。１ の確率分布は１時点前の値にのみ依存することを意味する。このマルコフ性をもつ

確率過程をマルコフ連鎖と呼ぶ。” からスタートした推移核Ｐをもつマルコフ連鎖の確率測度を

戸。 で表すことにする 。

　ク。をクの非負の要素のクラスとする。非負関数炸ク。について ，

リ戸（Ａ）一〃（い）レ（伽）
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〃（・）一工～）Ｐ（ム勿）

リ〃一
工～）ソ（勿）

と定義する 。〃＝〃を満たすとき〃はＰについて調和的（ｈ・ｍｏｍ・）であるという 。

ある関数ク（”，４） ：９×９→Ｒ＋を使って，” から４への推移核が

　　戸（”，勿）＝ク（”，〃）レ（勿）十７（”）６”（勿）

と表されるとする。ただし

ク（”，〃）＝０

　　　　　１ｉｆ炸吻
６工（勿）＝

　　　　　Ｏ　ｏｔｈｅｒｗ１ｓｅ

・（・）一１一エク（“）リ（勿）

リｅ〃十は（９，戸）上の測度，〃十は正の測度のクラスで〃十＝｛刃ｅ〃十：ノ（ク）＞０｝である 。こ

のとき

Ｐ（みＡ）一
工ｐ（ム

勿）

　　　　一エク（“）リ（勿）十・（・）加（６・）

（２）

であるからク（”，”）＝Ｏと６。（勿）の定義に注意すると ，” から”への推移は確率 ７（”）で発生

し， ”から（”以外の）Ａ上の点へ推移する確率は上の式の最初の項によって表される。また ７

（”）＝Ｏのとき
，

エク（“）リ（勿）一１

であり ，ヵ（”，４）はマルコフ連鎖の推移密度関数となる。以上の議論から推移核は¢Ｆ” が与

えられたときの¢，。１ の分布関数であることがわかる 。

　マルコフ性により〃 時点先の推移核は

ｐ伽）（い）一〃（み勿）Ｐ
伽一１）

（い）

で与えられる。ただしＰ
（１）

（”，勿）＝Ｐ（”，勿）である。以下の議論により示される条件のもと

で推移核の〃 回目の反復計算結果は 〃→∞のとき定常分布（ｍ。。ｎ．ｎｔ　ｄ１。伽ｂｕｔ１．ｎ）冗＊ に収束す

ることが示される。詳しい説明はＴ１ｅｍｅｙ（１９９４），Ｎｕｍｍｅ１ｍ（１９８４），Ｍｅｙｎ　ａｎｄ　Ｔｗｅｅｄｌｅ

（１９８３）を参照されたい
。
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２．２　理論的背景

兀を ｏ一丘ｍｔｅｍｅａｓｕｒｅレの下での冗＊の密度関数（ｄ・ｎ・１ｔｙ）とする。このとき

１５

兀＊（勿）＝兀（〃）レ（勿）

である。これは通常の定義における〃（”）＝！（”）伽を考えればイメージしやすい。¢‘が 冗＊ に

従っ て分布するとき ，マルコフ連鎖の他の部分列の要素も冗＊ に従うとすると

冗・（勿）一
工戸（み

伽・（ｄ・）

であるので

冗・（切 一エア（み 伽（・）レ（・・） （３）

と書ける 。（３）式を平衡条件（ｍ。。。１．ｎｔ。。ｎｄ１ｔ１．ｎ）とよぶ。（１）式の力（”，４）が反転可能性条件
（ｒｅｖｅｒｓ１ｂ１１１ｔｙ　ｃｏｎｄ１ｔ１ｏｎ）

　　 兀（”，４）ク（”，４）：兀（４）ク（４，”）　　　　　　　　　　　　　　　（４）
を満たすとき ，マルコフ連鎖は反転可能であるという 。反転可能なマルコフ連鎖はア（”，・）の定

常分布として冗＊（”）をもつ。これは平衡条件を満たしているかどうかをみればすぐわかる 。

エア（“）兀（・）レ（刎

　　一工工力（“）レ（勿）冗（・）レ（６・）・工・（・）舳）冗（・）レ（６工）

　　一エエカ（“）兀（・）リ（伽 リ（６・）・工・（・）冗（・）レ（刎

（反転可能性条件により）

一工工力（い冗（・）レ（６・）レ（勿）十
工・（・）冗（・）リ（６・）

一工 ［・一・（・）１冗（・）レ（勿）・
工・（・）兀（・）レ（・・）

一工冗（・）ソ（勿）

であるから（３）式は満たされる
。

　次に推移核の刎回目の反復計算結果の収束を保証するために重要な定義をいくつか述べる 。

Ｄｅ６ｎｉｔｉｏｎ２．１（冗＊ 既約性）条件

ｖ”Ｅ９，冗＊（Ａ）＞Ｏ＝〉戸、（¢‘ＥＡ　ｌ¢ｏ＝”）＞Ｏ　ｆｏｒ　ｓｏｍｅク

　　が成り立つとき ，マルコフ連鎖を冗＊ 既約（ｉ… ｄｕ・ｉｂ１・）という 。

　この条件は，冗＊ のもとで正の確率をもつすべての集合について，９上のどの点からスタート

してもその集合に到達することを保証するためのものである 。

ＤｅＯｍｔ１ｏｎ２．２　（非周期性）すべての２について

（１５）
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　　　Ｐ、（＠‘Ｅ刀‘。。。（〃１¢。ｅ刀。）＝１

となるような９の分割

９＝（〃ｏ， 刀１
，…

必一１）ｆｏｒ　ｓｏｍｅ 力≧２

　　は存在しないとき ，マルコフ連鎖は非周期的（。ｐ。。ｉ．ｄｉ。）であるという 。このような９の分

　　割が存在するときは周期的（ｐ。。ｉ．ｄｉ。）であるという 。ただしゴｍｏｄ（ヵ）はゴをクで割ったと

　　きの剰余項を意味する 。

例えばク＝２のとき

戸、（¢。ｅ刀１１¢。ｅ〃。）＝１

Ｐ、（＠。…刀。１¢。ｅの。）＝１

Ｐ、（＠。ｅ刀１１¢。Ｅ〃。）＝１

Ｐ、（＠。ｅ刀。１¢。ｅ１）。）＝１

となるような９の分割９＝（〃。， 刀。）が存在すれば，このマルコフ連鎖は周期的である。非周期

的であるかどうかを示すのはかなりやっかいであるので ，強非周期性（。位。ｎｇ．ｐ。。１０ｄ１．１ｔｙ）を示

す方が簡単である。定常確率分布 冗＊ をもつ既約マルコフ連鎖は，９上の確率分布刃，定数房＞Ｏ ，

集合Ｃ〔９について

刃（Ｃ）＞０ａｎｄＰ（”，Ａ）；≧房刃（Ａ）ｆｏｒａ１１”ａｎｄａｌ１Ａ〔９

を満たすような刃，局，Ｃが存在するとき ，強非周期的であるという 。強非周期的であれば，非

周期的である 。

　既約性条件は，どの点からスタートしても興味のある集合に到達することを意味する。これに

対し，次に述べる再帰的（。。。ｕ．ｍｔ）性質は，ほとんどすべての初期時点について，そのような

集合に無限に何度も到達することを保証する。記号｛Ａ”ｉ．Ｏ．｝は，数列Ａ”が無限の頻度で

（ｍ丘ｍｔ．１ｙ．ｆｔ．ｎ）発生することを意味する。すなわち　１４”＝∞である 。

Ｄｅ舳ｍｔｉｏｍ２．３（再帰性）定常分布 冗＊ をもつ冗＊ 既約マルコフ連鎖¢”は，冗＊（Ｂ）＞Ｏとな

　　るそれぞれのＢについて

」Ｐ”｛¢”ｅ　Ｂ　ｉ．ｏ．｝＞Ｏ　ｆｏｒ　ａ１ｌ”

戸。｛¢”ＥＢ １ｏ｝＝Ｏ　ｆｏｒ兀＊ ａ１ｍｏｓｔ　ａ１１”となるとき再帰的（・ｅｃ岨ｅｎｔ）であるという 。さらに

Ｐ。｛¢。ｅＢｉ．ｏ．｝＝１ｆｏ・ａ１１”

　　のときＨａｍｓ 再帰的（または冗＊ 再帰的）であるという 。また 冗＊一既約再帰的マルコフ連鎖は ，

　　定常確率分布関数をもつとき ，正再帰的（ｐ。。１ｔ１。。。。。ｕ。。ｎｔ）であるといい，もたないときは

　　零再帰的（ｍ１１。。。ｕ。。ｅｎｔ）であるという
。

Ｐｒｏｐｏｓ１ｔｍ２．１　［Ｎｕｍｍｅｌｍ（１９８４，・ｏ・ｏ１１・・ｙ５２）１戸（ ・，・）が 冗＊一既約であり ，定常分布 冗＊ を

（１６）



　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｍｕ１ａｔｌｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　　１７

もつとする。このとき戸（ ・，・）は正再帰的であり ，兀＊ はその唯一の定常分布である 。

　２．３　分布の定常状態への収束について

　２つの確率分布ん，ノ。について総変動距離（ｔ．ｔ．１。。。。。ｔ１．ｎｄ１．ｔ．ｎ。。）を

　　　　ｌ１刃１一ノ、ｌｌ＝２・ｕｐ１刃。（Ａ）一刃２（Ａ）１

　　　　　　　　　　４ｃ９

で定義する 。

　再帰性は推移核の平均が収束するための十分条件である 。

Ｐｍｐｏｓ１ｔ１ｏｎ２．４　［Ｃｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９６）１｛¢”｝を推移核戸をもつ既約マルコフ連鎖であ

　　るとする。推移核の平均Ｐ
（”）

を

　　 一　　　　　　　　１　 ”

　　Ｐ
（”）
（”，Ａ）＝ 　　　戸

（‘）

（”，Ａ）ｆｏｒａ１ｌ”Ｅｇ ａｎｄＡ〔９
　　　　　　　　 〃十１ ‘＝ｏ

と定義する。このとき

　　　　１戸 （刎） （”，・ ）一冗＊（ ・）１→０ｆｏｒ冗＊ ａ１ｍｏｓｔ　ａ１１”

　　である 。

さらに再帰性からＳＬＬＮ（ｓｔｍｇ１ａｗ　ｏｆ１ａ・ｇｅ　ｕｍｂｅ・・）が示される
。

Ｐｒｏｐｏｓ１ｔ１ｏｎ２．５　［Ｃｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９６）１｛¢”｝を推移核Ｐ，定常分布 冗＊ をもつ既約マ

　　ルコフ連鎖であるとする 。また９上の実数値関数１について冗＊（１／１）＜∞とし，サンプル

　　パスの平均を

　　 一　　１　 ”

　ム＝　　　　！（¢
，）

　　　　〃十１ ‘一〇

と定義する。このとき

　　　　戸工｛ム→兀＊ア｝＝１ｆｏ・兀＊ ・１ｍｏ・ｔ・１１”

　　である 。

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２．５は刎→∞のとき，抽出したサンプルによる関数値の平均が求める密度関数

（ｔ。。ｇ．ｔ　ｄ．ｍｔｙ）の下での期待値に強収束することを意味している。さらに強力な収束を示すため

には，非周期性を仮定しなければならない 。

Ｐｒｏｐｏｓｌｔ１ｏｎ２．６　［Ｃｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９６）１｛¢”｝を推移核Ｐ，定常分布 冗＊ をもつ既約非

　　周期的マルコフ連鎖であるとする。このとき

　　　　ｌ１Ｐ （洲） （”，・ ）一兀＊（ ・）ｌｌ→０ｆｏｒ兀＊ ａｌｍｏｓｔ　ａ１１”

　　である 。

Ｐ・ｏｐｏ・ｉｔｉｏｎ２ ．６は，マルコフ連鎖の刎回反復計算したときの密度関数は，十分大きな刎につい

（１７）
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て唯一の定常密度関数に近づくことをいっている。これは刎が十分に大きいとき ，Ｐ
（閉） （”，Ａ）

からの抽出は定常分布からの抽出となることを意味する。もしマルコフ違鎖がＨａｍｓ 再帰的で

あれば，Ｐｒｏｐｏｓ１ｔ１ｏｎ２１，２４，２５，および２６はすべての初期値 ”について成り立つ。Ｈａｍｓ

再帰性は既約性からそのまま導き出されるわかではない。本稿では紹介しないが，Ｇｉｂｂｓサンプ

ラーやＭＨについてＨａｍｓ 再帰的であるための十分条件がある 。

３　ＧｉｂｂｓサンプラーとＭｅｔｒｏｐｏ１ｉｓ－Ｈａｓｔｉｎｇｓ アルゴリズム

　３．１　Ｇｉ吐ｂｓサンプラー

　ＭＣＭＣシミュレーションの１つとしてＧｉｂｂｓサンプリング ・アルゴリズムがある 。Ｇｉｂｂｓサ

ンプリング ・アルゴリスムでは，確率変数ベクトルをいくつかのフロソクに分割し，完全な条件
　　　　　　　　　　　　　　　１）付き密度関数（ｆｕ１ｌ。。ｎｄ１ｔ１．ｎ．ｌｄ．ｎ．ｔｙ）の積として推移密度関数が定義される

。

　冗（”），”…８１”を（基準化されていない）求める密度関数とする 。”を”。，　 ・， 吻に分割し ，

第Ｋブロックの完全な条件付き密度関数を 冗（”比１”．此）…冗（”此１”。，… ”比．。，”北、。，…
”。）と

　　　　　　　２）
書くことにする 。このときＧｉｂｂｓサンプリング ・アルゴリズムは次の反復計算により定義され

る。

　１Ｓｐ・・１ｆｙ・ｔ・血ｍｇ・・１…”（ｏ）＝（”ｊｏ） ・・

”； ｏ） ）・・ｄ ・・ｔＦ０

　２　Ｓｍｕｌａｔｅ

・ｊ ‘十１） ｆ・・ｍ冗（・。１・二
一）

”二
’）

・・

・二 ‘）

”ｊ ‘十１）
ｆ・・ｍ冗（”。 吋十１） ”二

‘）

・・

”二
‘）

）

”二 ’十１） ｆ・・ｍ冗（”。１”ｊ ’十１） ”二 ’十１） ”ｊ
‘）

…，
”二 ‘）

）

”二 ‘十１）
ｆ・・ｍ冗（”ルｊ

‘十１） ”二 一十１）
・・ 沽１） ）．

　３ ．　Ｓｅｔ　ｉ＝ｉ＋１ａｎｄ　ｇｏ　ｔｏ　ｓｔｅｐ２

故にこのアルゴリズムでは，条件付けする要素をサイクルの中で生成し，それぞれの完全な条件

付き密度関数によりマルコフ連鎖の次の項 ”（‘十１） をシミュレートする。後で見るようにＭＨで

は同じ点への推移を考えるのであるが，Ｇｉｂｂｓサンプラーではこれを考慮しない。ゆえに ７（”）

＝Ｏであり ，”…”（’） から〃…”（’十１）への推移は推移密度関数

　　　　　　６
加（”，４）＝ 〃冗（眺１４

１，… 眺＿１，”此十１，…
吻）

　　　　　此呂１

（５）

に従って発生する。この推移密度関数が平衡条件（３）を満たしていることを確認する。簡単のため

リはＬｅｂｅｓｇｕｅ 測度であるとする 。

１）あるブ日ツクについて，データと残りのパラメータを与えられたときの条件つき分布 。
２）完全な条件付き密度関数 冗（”比１”一化）は同時密度関数 冗（”）に比例していることに注意されたい 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１８）
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ル～）冗（・）伽一工紬 １・
１… 眺一１，吻 十１ ，

・， ”４）冗（”）伽

１９

ここで

冗（〃化１〃
１，

　＿冗（〃。，

’， 肌＿１ ，”比十１，

　． 眺一１，眺 ，

…，
”。）

み十１ ，　 ’，
”。）

兀（〃
１，

冗（”北。１
，

〃ト１，吻 十１ ，

”。１〃
１，…

・，
”〆）

炊．１，４
北）冗（〃北１〃

１， 〃比一１）冗（〃１， ，４比一１）

兀（吻 。１ ，

兀（吻 。１ ，

・， 吻１〃
１，

”。１４
１，… ４比一。）冗（〃１，

〃ト。，４
此）冗（〃此１４

。，…

・， ４ト１）

４比一１）

冗（吻
。。，・

”。１〃
１，・

であることと ，兀（”）＝冗（”１Ｉ”２，　　 ，

”ｄ）冗（”。
，

〃北一。）

，”ｄ）と書けるから，結局上の式は

　　 ・冗（〃此１４
１，，

〃ト。）冗（助 十１ ，

工　　１７　北＝１ 　　 冗（”比十１

，，
”。１吻

，

吻１〃
。，

と書ける 。冗（〃此Ｉ４ 。，　’

４北一１）

〃北）は ”と独立であり ，

・・
１）

（。１１．２

，，
”ｄ）冗（”。

，

冗（〃）＝碓１冗（〃此１４
、，・

・・ ”ｄ）伽

〃此）であるから

冗（・）蚊冗紺１
吻１〃

。，
・，
〃北）

吻１〃
１， ，４比一１）

冗（”。１”。

，…
吻）冗（”。

，
・・ ”ｄ）伽

となる。”の各ブロックについて変換を施しながら逐次積分していくと

冗（・）
工… 　　 ｄ冗（”此。１

，工　　皿　ト１冗（み 。１ ，
”ル。，…

〃此）

一兀（・）
工… 　　 ｄ冗（”北。。

，

工　　〃　北一１冗（吻 。１ ，

吻１４
１，　，

×

・，
”。１４

。，

〃ト１）

工兀（・・１・・

，・・

・，
４比）

兀（”。
，

””）伽 兀（”。
，

・， ”４）伽…伽４

・， ■ｄ）伽
。…伽６

一兀（・）
工… 　　 ｄ兀（”此。１

，工　　〃　比一。冗（”此。１
，

，吻１〃
。，

・，
”。１４

１，

・， 〃此一１）

・・
〃北）

一冗（・）
工… 　　 ｄ兀（”比。１ ，

工　　１７　此一。冗（”此。。，

・，
”。１〃

１，

・，
”。１４

１，

・， ４此一１）

・，
４比）

冗（”。
，

冗（”。
，

・，
”。１〃１）伽…伽

・，
”。１４

。，
・・ ４ト。）

，”。１）４
１， 〃。

　冗（”。
，

×

”。１４。）

一兀（・）
工… 　　 ４冗（吻 。１ ，
工　　〃　比一。兀（”北。。

，

・・
”。１４

１，
・，
４北）

兀（”。
，

冗（工。
，

・， ”ル １，

〃。）

”。１〃。）
伽２…‘切

一兀（・）
工… 　　 ｄ冗（吻 。。 ，
工　　〃　北一。冗（吻 。１ ，

・，
”。１〃

。，

・・
工。１〃

。，

・， ４此一。）

・，
４此）

冗（”３
，

×兀（”。１”。
，・・

・，
”。１〃

１，

〃。）

”。）伽…伽。

・，
”。１４

１，
・・ 〃ト１）

×
工冗（・・１・・

，・
”ｄ）伽 伽３…伽”

（１９）
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一兀（・）工・砿忠ｔ ．．

１・甜二
．．．

・”着三

）冗（伽 ・… 吻１阯）伽伽

一冗（・）
工冗（吻１・

１，… 〃吻

死（吻チ（雀

吻）
工冗（吻ガ ・吻）伽

＝冗（〃）冗（〃・・’’
〃・）

冗（”）

　　　 冗（４１，…
吻）

となり平衡条件を満たすので，この推移密度関数は定常密度関数 冗＊ をもつ 。

次に実際にＧｉｂｂｓサンプリング ・アルゴリズムを使うときの問題点に触れる 。

　１　確率変数ベクトルをフロソクに分割するときには，高い相関を持つものどうしを一緒のグ

　　ループに入れるべきである。そうしないとマルコフ連鎖はゆっくりと減衰する自己相関をも

　　ち，結果的に求める密度関数にゆっくりと収束することになる［Ｌｌｕｅｔａ１（１９９４）ａｎｄＣｈ１ｂ

　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９６，Ｓ。。ｔ１．ｎ３４）を参照１．

　２　”の定義の中に潜在データ（１・ｔ・ｎｔｄ・ｔ・）やデータの欠落（ｍ１・・ｍｇ　ｄ・ｔ・）を組み込むことに

　　より ，扱いやすい完全な条件付き分布を構成できる場合がある 。「ｄａｔａａｕｇｕｍｅｎｔａｔ１ｏｎ」と

　　して知られる，サンプラーに変数を加えるアイテアはＴａｍｅｒａｎｄ　Ｗｏｎｇ（１９８７）によって

　紹介された。Ｃｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９６，Ｓ。。ｔ１ｏｎ３）ではいくつかの例を使って説明している 。

　３　伝統的な方法［例えば棄却サンプリング法（。。ｊｅ．ｔ１ｏｎ．ａｍｐ１ｍｇ）や既知の乱数生成法によ

　　る方法１を使っても完全な条件付き分布からサンプルを生成するのが困難な場合は，ＭＨ

　　アルコリスムから生成する［Ｍｕ１１ｅｒ（１９９１）１か，独立なサンプルを生成する方法を使う

　　［Ｇｉ１ｋｓ　ａｎｄＷｉｌｄ（１９９２）１。

　３．２　Ｍｅｔｍｐｏｌｌｓ－Ｈａｓｔｉｍｇｓアル：１リスム

　ＭＨアルゴリスムは，定常分布 冗＊ が扱いにくいときでも使える強力なＭＣＭＣ法である 。

ＭＨアルゴリスムでは次のようにサンプルを生成する 。潜在分布（１．ｔ．ｎｔｄ１。位１ｂｕｔ１．ｎ）からの抽出

により”という値をとるとき ，この数列（・・ｑｕ・ｎ・・）の次の値は侯補を生成する密度関数

（・ａｎｄ１ｄａｔ・ｇ・ｎｅ・ａｔｍｇｄｅｎ・１ｔｙ）¢（”，〃）（もしくはｐ・ｏｐｏ・ａｌｄｅｎ・ｌｔｙ）から抽出された値〃によって生

成される 。このとき侯補となる点（。。ｎｄ１ｄ．ｔ．ｐ．ｍｔ）４は確率 ぴ（”，４）で採択される。ただし

　　　　　　　　　　 冗（〃）¢（４，”）
　　　　　　　　ｍｉｎ　　　　　　　　 ，１　ｉｆ冗（”）¢（”，〃）＞０
　　ぴ（”，４）＝　　　 冗（”）９（”，４）

　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　 ｏｔｈｅｒｗ１ｓｅ

である。侯補が棄却されたときは次の値は現在の値をそのままとる 。

　ここで次の点に注意されたい 。

　１ ．ぴ（”，４）の計算においては基準化定数がわからなくてもよい 。

　２　侯補を生成する密度関数が対称すなわち９（”，〃）＝９（〃，”）のときは採択率（・…ｐｔ・ｎ・・

　　Ｐ・・ｂ・ｂ１１１ｔｙ）は 冗（〃）１兀（”）となる。これはＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ　ｅｔ　ａ１（１９５３）が提案したオリジナル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２０）



　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓ１ｍｕ１ａｔｌｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）

　のアルゴリズムである 。

ＭＨアルゴリズムではマルコフ連鎖の推移核は次の式で与えられる 。

２１

戸・・（ム勿）一畑・）ぴ（ム・）・…一工伽・）ぴ（み・）勿舳・） 　（・）

これによりエ から〃への推移（エ≠４）は

　　ク〃〃（”，〃）…ｑ（”，４）ぴ（”，４） ，”≠４

に従って発生する 。

　関数力舳（”，〃）が反転可能性条件（４）を満たしていることを確認する 。２．２節で示したように

反転可能性条件が満たさればそのマルコフ連鎖は定常分布をもつ。ぴ（”，〃）＜１のケースについ

て考える。このとき

　　ぴ（ム４）＝兀（〃）ク（弘”）＜１

　　　　　　　 兀（”）９（”，４）

であるので
，

　　 兀（”）９（”，４）
　　　　　　　　　〉１
　　 冗（〃）口（〃，工）

であり ，定義によりぴ（４，”）：１である。ここで

　　 冗（”）力〃Ｈ（”，４）…冗（”）９（”，ク）ぴ（”，〃）＝兀（４）９（４，”）

最後の等式は 兀（〃）ク舳（４，”）に等しいので，戸舳（”，勿）は定常分布 兀＊ をもつ 。

　３．３Ｐｍｐｏｓａ１ｄｅｎｓ１ｔｙ　ｑ（エ，〃）の選択

　以下では，どのようにＭＨアルゴリズムの侯補を生成する密度関数口（”，４）を選ぶのか，と

いう問題に触れる 。詳しくはＴｉｅｍｅｙ（１９９４）を参照されたい 。

　１ ．ランダム ・ウォークＭＨアルゴリズム：¢（”，４）＝ク１（４一”）

　　　ただしク、（・）は多変量分布である。このとき侯補４は確率過程〃＝”十２によって生成さ

　　　れる 。ここで２ は口。に従って分布する。侯補は現在の値とノイズの和に等しいのでラン

　　　タム ・ウォークを基にしたＭＨ連鎖と呼ばれる 。関数ク１は多変量正規分布や多変量〃分

　　　布，またＧｅｗｅｋｅ（１９８９）のＳｐ１ｉｔ－ｔ 分布であってもよい。例えば，口。が対称であるとする

　　　と口。（２）＝口。（一２）である 。このとき

　　　　　　　　　 兀（４）
　　 ぴ（”，〃）＝ｍｉｎ　　　　 ，１
　　　　　　　　　 冗（”）

　　となる 。

２． 独立連鎖（Ｉｎｄ．ｐ．ｎｄ．ｎ。。。ｈ．ｍ）　ｇ（”，〃）＝ｇ。（４）

　　ランダム ・ウォーク連鎖とは対照的に，侯補４は現在の位置 ”とは独立に抽出される 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２１）
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　　 ここでも関数¢２は多変量正規分布や多変量な分布であってもよいが，採択率 ぴ（ ・，・）が尤

　　もらしい値をとるように密度関数の位置母数（１…ｔ１・ｎｐ…ｍ・ｔ。・）や尺度母数（。。。１．

　　 ｐａ。。ｍｅｔ。。）を調節しなければならない。　般的に独立違鎖による方法は非常にうまくいく

　　か，非常に悪くなるかのどちらかである［Ｒｏｂｅｉｓ（１９９５）を参照１．

３　３番目の方法として，侯補を生成する密度関数を特定するのに冗（・）の形を利用する方法

　がある工Ｃｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９５）］。 例えば 冗（〃）が

　　 冗（¢）ｏ（ ¢（〆）〃（８）

と書けるとする。但し，〃（〃）は密度関数で，¢（ヵ）は　様分布である。このとき侯補を生成

する密度関数をク（”，〃）＝〃（〃）とおけば，採択率 ぴ（”，〃）は

　　　　　　　¢（４）
ぴ（”，４）：ｍｉｎ　　　　，１
　　　　　　　¢（”）

で与えられ，関数¢（・）を計算するだけでよい 。

４　棄却サンプリング連鎖（Ｒ．ｊ。。ｔ１ｏｎ。。ｍｐｌｍｇ．ｈ．ｍ）［Ｔｌｅｍｅｙ（１９９４）１

５　自己回帰連鎖（Ａｕｔｏ。。ｇ。。。。１ｖ。。ｈ．ｍ）［Ｔ１ｅｍｅｙ（１９９４）］

　　この方法は１次の自己回帰過程によって表される 。

〃＝ｏ＋Ｂ（”一〇）十２

ただし ｏはベクトル，Ｂは行列，２の密度関数は¢である。このとき

¢（”，４）＝¢（”一〇一３（”一〇））

である。３＝１のときはランダム ・ウォーク連鎖になり ，ｏ＝Ｏ，Ｂ＝Ｏのときは独立連鎖と

なる 。

　３．４単要素ＭＨアルコリスム

　Ｇ１ｂｂｓサンプラーによる抽出を考える。完全な条件付き分布の近似的な関数からより簡単に抽

出できるときは，この近似的な関数を使ってよいのだろうか？　この近似関数を使 ったＧｉｂｂｓ

サンプラーのサンプルの分布は正確には定常分布 冗＊ に対応していないため，どれほど長い連鎖

を作っても冗＊ には収束しない。Ｔ１ｅｍｅｙ（１９９４）やＧｅ１ｍａｎ（１９９２）ではエルゴード性を保った

まま，このような近似関数を使う方法を提案している。実はこの方法はＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ３～Ｚ（１９５３）

による単要素（。ｍｇ１。一。。ｍｐ．ｎ．ｎｔ）ＭＨアルコリスムを使っている 。

　単要素ＭＨアルゴリズムでは次のように反復計算を行なう 。ベクトル”を｛乃 。， 乃。，…
幻｝

に分割する。このときみ一Ｆ｛み。，… 幻一。，幻 。。，…
”。｝とおく 。な回の反復計算を行なった

ときの幻の状態を乃 ．‘ と書くことにする。汁１回目の反復計算の第クステッ プについて，篶は

ＭＨアルゴリズムによっ て生成される。つまり侯補伽は侯補を生成する分布¢‘（臥一”、 ．‘， 乃．．‘）

によって生成される。ただし乃 ．一‘ は汁１回目の反復計算の第づ一１ステッ プまで終えたときの

幻の状態である。すなわち

（２２）



　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｍｕｌａｔ１ｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）

乃．＿‘＝｛”’十１
，１，… ”’十１ ，‘＿１，乃 ，‘十１，… み．

”｝

２３

このときゴ番目の侯補を生成する分布ｑ
‘（ ・１・ ・）からは ”の第づ要素のみが生成されることにな

る。 候補は確率

　　　　　　　　　　　 冗（伽１ユ ー‘）９‘（幻１４ ．‘， み一‘）
の（み 一‘， 幻， 伽）＝ｍｉｎ　　　　　　　　　　　　　　　 ，１
　　　　　　　　　　　 冗（幻１五 ．‘）口‘（伽１幻，ユ ．‘）

で採択される。ここで冗（幻１み 一‘）は幻の完全な条件付き分布であり

　　　　　　　 冗（”）兀（幻１五
一‘
）＝

　　　　　　丁冗（”）６幻

で定義される 。〃 ，が採択されたときは”、。１，＝〃 。とおき ，棄却されたときは ”’。。 Ｆ”“とおく 。

ステッ プゴにおいて他の要素は変化しない 。

　３．５　実用上の注意点

　まず単連鎖（。ｍｇ１。。ｈ．ｍ）による方法と多重連鎖（ｍ１ｔ１ｐｌ。。ｈ．ｍ）による方法ととちらを使うべ

きかという問題がある。多重連鎖では，まず初期値を選択し ，関数ヵ（”（‘・１）
”｛‘）

）を使って数列

を生成する 。Ｗ。回抽出した後で，定常密度関数 冗（・）に収束したとみなされれば，Ｗ。十１回目の

サンプルは 冗（・）から抽出したものとみなされる。そして新たな初期値が選択され，この過程を

繰り返していく 。この方法では独立なサンプルを抽出できるが，何度も州。個のサンプルを生成

し， 捨てなければならない 。

　単連鎖では｛■”０＋１，が
０＋２

，…
が０＋”｝を冗（・）から抽出した〃個のサンプルとみなす。マル

コフ性によりこれらのサンプルはそれぞれ１時点前のサンプルと相関を持つにも拘わらず，この

数列は定常分布に収束するので，実は使える。通常，サンプル問の自己相関は急速にゼロに近づ

くので，時点なと汁〃１ の相関がゼロとみなせるような，ある値 〃１ が存在する。この場合，収

束した後で〃１ 個ことにサンプルを抽出すれば，近似的に独↓なサンプルとなる。注意しなけれ

ばならない点として，多重連鎖であれば一見収束したように見える場合でもそれぞれの連鎖を比

較して確かめることができるが，単連鎖ではそれはできない。どちらの連鎖を使うべきかという

論争はまだ決着がついていない 。

　次に連鎖の長さをどのように決めるか，すなわちどこまで連鎖を続ければ分布は定常状態にあ

るとみなせるのかという問題がある。この点については，Ｃｏｗ１ｅｓ　ａｎｄ　Ｃａｒ１ｉｎ（１９９６）が，診断の

ための検定統計量をいくつか比較している 。

４　計量経済学への応用例１

　本節では，回帰モテルの誤差項がＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）過程に従うモテルをベイジアン計量経済学の

枠組みで推定する方法を説明したＣｈ１ｂ　ａｎｄ　Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ（１９９４）の研究を紹介する 。

（２３）
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４．

１　モデルと事則分布の仮定

次の回帰モデルを考える 。

　　炉”肘・１， ド１，… ・　　　　　　　　　　　　　　　（７）

但し吻は ｓｃａ１ａｒ である。このとき £、 がＡＲＭＡ（Ｐ，ｑ）過程に従うとする
。

　　 旬＝¢１£’＿１＋…十¢灼＿〃十〃ｒ６１吻＿１一…一０ｏ〃、．ｇ，〃、～ｉｉｄ〃（Ｏ，ｏ－２）　　　　　　　　　（８）

またはラグ ・オペレーター工を使って

　　¢（工）・Ｆ６（ム）吻 　　　　　　　　　　　　　　　　　（９）
但し¢（工）＝１一¢１工一…一¢〃，０（工）＝１－０、工一…一０、〃である 。（７）式と（８）式は状態空問モデ

ル［Ｈａｒｖｅｙ（１９９３，Ｓｅ・ｔ１ｏｎ４）を参照１として次のように表現される
。

　　 〃Ｆ”凋十鮒１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢¢

　　吻：Ｇ吻 一１＋ル１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　帥

但し ２＝（１，Ｏ，　 ・，
Ｏ）
．１ｘ吻，刎＝ｍａｘ（ク，４＋１）

　　　　　　　　　　　　１
　　　ぴ１’

　　　　　　　　　　　　０１
ぴ’＝　　　　　二刎ｘ１，！＝　　　　　：刎×１

，

ぴ舳

　　　¢１

　　　¢２

　　¢３　 ：　　１閉一１
Ｇ＝

６〃
一。

：閉Ｘ閉

¢〃： Ｏ… 　Ｏ

ここでＧ・／についてそれぞれ ｓ＞クのとき¢、＝０，７＞クのとき０、＝Ｏとする。次の仮定をおく。

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ　Ｍ（モデル）カ，¢は既知であるとし，（７）式と（８）式によりテータ〃＝（〃、，・・ ４”） ・

　　は生成される 。

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ　Ｓ（定常性） ・¢（工）の全ての根は単位円の外側にある
。

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏ皿Ｉ（反転可能性） ：０（工）の全ての根は単位円の外側にある
。

Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ　Ｐ（事前分布） ．

　　　　［房，¢，６，の
，ぴ。１

　　　　　：［則［¢１［ｏＨ ｏ２１［ぴ。１房，¢，ｏ，ｏ２１

　　　　　＝ｗ１（帥・， 卯）・ｗ。（¢１¢。， ¢丁 １）１・、・ｗ、（ｏ１ｏ。， ｏ１ １）１。
、

　　　　　　 ・１Ｇ（・。１リ。 １２，６．／２）・［ぴ。１汐，¢，０，・２１　　　　　　　　吻

（２４）



　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　Ｓｍｕ１ａｔ１ｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　２５

　ただし，¢：（¢１，…
¢ヵ） １， ０＝（０

１，…
０、） １， １Ｇは逆ガンマ分布，ムは集合Ａについて

　の指示関数，Ｓ¢はＡｓ．ｕｍｐｔ１ｏｎ　Ｓを満たす¢の集合，Ｓ。はＡｓｓｕｍｐｔ１ｏｎ　Ｉを満たす０の集

　合，ハイパーパラメター房。， Ｂ。，¢ 。， ¢。，０。， ０。，レ。，６。は既知であるとする 。

初期状態 ぴ。 について考察する 。定常性の仮定により（川式はＶＡＲ（１）になるので

　　Ｅ（ぴ’１房，¢，ｏ，ｏ２）＝（１。一Ｇ工）一１皿（吻／汐，¢，ｏ，ｄ２）＝ｏ

であり ，〃、 が正規分布に従うので，房，¢，０，ｏ２ が与えられたときぴ， も正規分布に従う 。また

吻とぴト１ には相関がないので

　　Ｅ（ぴ、ぴｌ１房，¢，０，・２）：ＧＥ（必
一。ぴ１．１１房

，¢，０，・２）Ｇ１＋〃
１

　　　　　　　　　　　　＝ＧＥ（ぴ、ぴｌ１房，¢，０，ｏ２）Ｇ １＋・２”１

となる 。つまり

　　 …（Ｅ（ぴ、ぴ；１房，¢，０，・２））＝・２（１ゾＧ◎Ｇ）一１…（ガ１）　　　　　　　（１３

これらの性質は初期状態 ぴ。 についても満たされている。すなわち

　　Ｅ（ぴ。１房，¢，０，・２）＝Ｏ，Ｅ（ぴ。ぴ岬， ¢， ０， ・２）…９

　　 ・。。（９）＝ｄ２（１閉。一Ｇ¢Ｇ）一１…（ガ
１）

　４．２　主な結果

４． ２．１準備

　未知のパラメーターをまとめて¢＝（房，¢，０，ｏ２）とおく 。事前分布の密度関数を 兀（¢），尤

度関数を１（〃１¢）とおくとＢａｙｅ。の定理により事後分布の密度関数は

　　１（¢１４）ｏ（冗（¢）！（４１¢）

となる。厳密な尤度関数は扱いにくいので，以下では初期値を固定されたものとみなし条件つき

の尤度関数１（４１¢，刃）を使う 。ただし

　　ト（£。
，…

£一カ。１，〃。，… 〃一什１）

である。このとき条件つき尤度関数は次のように表される 。

　　　　　　 ・　　　　　　　　　　　１１（４１¢，刃）＝ 〃ｘ２卿２）・１／２・・ｐ 　　 ・
　　　　　　 ’＝１　　　　　　　　　２ｏ

・２

　　　　　　 ・　　　　　　　　　　１　　　　 一
　　　　　＝ 〃（２兀ｏ２）・１／２ｅｘｐ　　　　　　（吹一吹１ト１

）２

　　　　　　 ト１　　　　　　　　２ｏ
・２

（１４）

ただし ，

あ１、．１＝”、房十（¢（工）一１）（〃ｒ”凋）十（０（工）一１）吻

（２５）



　２６　　　　　　　　　　　　　　　　立命館経済学（第４９巻 ・第１号）

であり ・あトｒ切は時点ト１までの情報が与えられたときの£、 の１期先の予測値である 。

　実はＡＲＭＡモデルの状態空問表現を使うと，刃のク十９個の全ての要素を使う必要はなく吻

個の要素だけでよい。このことを示す。まず時点〃：１では上の式により

　　 〃・１・＝”・叶¢・£・十…十伽£一。。。 十０〃。十…十０、〃 ．、十。

である 。また（１◎，（１１）式から

　　〃１ｌ・＝”１叶２ぴ１１。

　　　　＝”・声十ぴ。。．。

　　　　＝”１汐十¢１ぴ１０＋ぴ２０

となる。よって

　　¢１£ｏ＋…十¢〆＿ヵ十１＋０１〃ｏ＋…十０〃＿叶１＝¢１ぴ１０＋ぴ２０

となる。すなわち刃の要素はぴｏ の行要素を通じて予測式に入ってくる 。次に１≦；な≦クについて

　　¢１（工）：１一¢１Ｌ一…一¢、．１〃一１

と定義する。このとき

　　¢１（工）（吻一”凋）＝伽（工）〃’＝２伽（工）ぴ、

　　　　　　　　　　＝２（叫一¢１岬一１一…一¢’．１ぴ１）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１弓

　　　　　　　　　　＝ぴ１３一¢１ぴ１，’＿１一…一¢’＿１ぴ１１

である 。（１り式に

　　 ｏ＝〃＝¢〃１ ，’＿１ ＋ｏ＝、十１ ，’＿１＋０、＿１〃’

を逐次代入していくと

　　伽（工）（玖一”凋）

　　　＝（¢・ぴ・ ，１一・ 十ぴ・，Ｈ＋吻）一¢１ぴ。，、．。一…一¢、一１ぴ。。

　　　＝ぴ・，１一・■¢・ぴ・，’一。一…一¢’一。ぴ。１＋吻

　　　＝（¢２ぴ１ ，１－２＋吻’＿２＋０１吻 ．１）一¢２ぴ１，。．２一…一¢、．１ぴ１１ ＋〃、

　　　＝（¢１一・ぴ・ 十ぴ’・十０’一。・。）一¢’．１ぴ。。十吻十０。吻 ．。 十… 十０’．。・。

　　　＝¢〃１０＋吻 十１ ，ｏ＋吻十６１〃ト１ ＋… 十０ト１〃１

となる 。¢Ｏ，（１１）式とこの関係により

　　洲。一。＝功十¢。ぴ。 ，。一。 十ぴ。，’一。

　　　　＝”凋十¢１（工）（吻一”凋）一吻十¢１ぴ１ ，’．１＋…十¢、．１ぴ１１

　　　　＝”凋十¢〃１０＋吻 十１ ，ｏ＋０１〃ト１＋…十０’＿１〃１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２６）



　　　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｍｕ１ａｔｍ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　　２７

　　　　　　＋¢１ぴ１ ，’＿１＋…十¢’＿１ぴ１１

　　　　＝”凋十¢〃１０＋の 十１ ，ｏ＋０１〃’一１＋…十０’＿１〃１

　　　　　　＋¢１（〃’＿１－Ｚ’・１房）十…十¢’・１ （４１一”１房）　　　　　　　　　　　　　　　　　（１６

が得られる。この場合も吻はぴＯ のみを通じて刃に依存している。同様に

　　　　　　　　カ
　　あ１、．１＝”凋十　¢‘（吻＿‘一”ト凋）

　　　　　　　‘；１

　　　　　＋０１吻 ＿１＋…十０’＿１〃１＋吻 十１ ，ｏ，〃＝ヵ十１，…
〃　　　　　　　　　　　　　　　　（１７）

ただし０ゴ＝Ｏ（ノ＞ｇ）
，伽
＝Ｏ（７＞吻）である。以上の結果から

　　１（”１¢，刃）＝１（４１¢，ぴ。）

である 。

　以下ではＭＣＭＣアルゴリズムを使って，次の条件つき密度関数をシミュレートする 。

　　 冗（釧 〃， ¢．。，ぴ。） ，冗（¢１４，¢．¢，ぴ。） ，冗（６１４，¢．。，ぴ。） ，

　　 兀（〆１４，¢ ．。・， ぴ。） ，兀（ぴ。１４，¢）

これらの条件つき密度関数は同時事後密度関数

　　 兀（¢，ぴ。１４）・・兀（４）冗（ぴ。１¢） ，（４１¢，ぴ。）　　　　　　　　　　　胸

に比例していることに注意されたい 。

４． ２． ２。 完全な条件付き分布

　ここでは（１萄式の中身を完全な条件付き分布で表現することを目的とする 。以下では完全な条件

付き分布を簡単に求めるために２つの変換を定義する 。

Ｄｅ行ｎｉｔｉｏｎ４．１ｓ≦Ｏのとき ，スカラー〃、＝〆＝Ｏ，ベクトル”、＝”ご＝０とし，７＞刎について

　　 ぴ、ｏ：Ｏとおく 。〃＝１，… 〃について

　　　　　　　　カ　　　　　　　４
　　　　〆＝〃、一 〃、〃、．、一朋にｒ¢、ぴ１。一吻 十１ ，。
　　　　　　　　３＝１　　　　　　　‘；１

　　　　　　　　カ　　　　　　　　９
　　　　〆 ＝”、一 〃、”、．、づ０沁　　　　　　　　Ｓ＝１　　　　　　　‘＝１

　　と定義する 。

Ｌｅｍｍａ４．１

　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　＊
　　　　　４１　　　　　　　　 ”１

　　ガ＝　　　～〃十１，Ｘ＊：　　　～〃ｘん

　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　＊
　　　　　伽　　　　　　　　　み

　　とする。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　１（〃＊１¢，ぴ。）＝（２卿２）．” ２・ｘｐ一 　（〃＊一Ｘ ＊房） １（４－Ｘ ＊９）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２〇
一２

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２７）



　２８　　　　　　　　　　　　　　　立命館経済学（第４９巻 ・第１号）

　　である 。

Ｐｍｏｆ．定義により

　　　　４卜狛＝〃１１１卜¢１ぴ１。一ぴ２。＝・１

　　が成り立つ。同様に１≦な≦〃のとき

　　　　〆＝柳

　　　　　　　　　　　　　　　　　カ　　　　　　　　　　　　　　９
　　　　　＝４ｒ切一 榊・一ぴ１・１，・一 〃。（４’一。８”’一、房）ゴ０‘（ジ、一”二、局）
　　　　　　　　　　　　　　　　８＝１　　　　　　　　　　　　　‘＝１

　　　　　　（が一”狛＝〃１ を与え，逐次計算すると）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ク　　　　　　　　　　　　　９
　　　　　＝吻一”凋一 伽１。一ぴ’。１，。一 〃、（４‘一、一”’一、房）一〃〃Ｈ
　　　　　　　　　　　　　　　　８；１　　　　　　　　　　　　　　‘＝１

　　　　　＝吹一吹１’一１＝吻

　　である 。／／／

Ｄｅ丘ｍｔ１ｏｎ４１の変換は線形回帰モデル

　　 〃＊＝Ｘ＊房十〃，〃～１Ｖ；”（０，ｏ２ム）

を直接扱っていることになる。この関係からすぐに房，ｏ２ の完全な条件付き分布が得られる 。

さらに¢の完全な条件付き分布を得るために次の変換を行なう 。

Ｄｅ６ｍｉｔｉｏｎ４．２ｓ≦Ｏについて，スカラー４、＝正＝ゑ＝Ｏ，ベクトル”、＝Ｏとし，７＞刎につい

　　てぴ、。＝Ｏとする 。ヵ＝１ ，… 〃について次のように定義する 。

　　　　　　　　　　○　　　　吻＝４ｒ郎一 〃‘玩一ｒぴ’。。 ，。
　　　　　　　　　　‘＝１

　　　　　　　　　　９　　　　”＝吹一”凋一　０
‘あ
一‘

　　　　　　　　　‘＝１

Ｌｅｍｍａ４．２

　　　　　　　　　　　　　　　ｏ１１０ ０・・・… 　Ｏ

ク＝

玩

あ

～〃Ｘ１，Ｘ＝

”１

”２

あ一。

五”一１

ぴ１０

”１

あ一。

五”一。

Ｏ　　　　Ｏ

ぴ１０　　　０

　　
’’’　ぴ１０

み一３…み一カ

～〃Ｘク

とおく 。このとき

〃１¢，ぴ。）＝（２刷２）一”２・・ｐ
１　　＿　 一　　 ＿　 一
　　（〃一ｘ¢） １（〃一ｘ¢）
２ｏ

・２

（２８）



　　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　
Ｃａ・ｌｏ　Ｓｍｕ１ａｔ１ｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄ。（浅井）

　　である 。

Ｐｍｏｆ行列Ｘの行要素をム～１ｘクと書くことにする 。定義により

　　　　〃１－Ｘ。¢＝〃ｒ”。卜¢。ぴ。。一ぴ’。。，。＝〃１一〃１Ｉ。＝〃１

　　が成り立つ。同様に１≦Ｋクについて逐次，次の計算を行なうと

　　吻一Ｘ’¢

　　　　　　　　’一１　　　　　　　’一１
　　　＝〃ｒ砧一〃也．ｒ 〃、易．、一 伽。。一ぴ、十。 ，。
　　　　　　　　‘＝１　　　　　　Ｓ；１

　　　一吻寸暑・仏争ポ加伽）

　　　　一暑・

侶机十伽舳）争ボ伽一～
　　　　　　　　’一１　　　　　　　３－１　　　’一‘一１

　　　＝４ｒ邸一〃〃．ｒ　０‘（　¢
、元一汁¢Ｈぴ１。）

　　　　　　　　｛；１　　　　　　　‘：１　　　Ｓ＝１

　　　　　’一１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’一１　　’一Ｓ－１　　’一Ｓ－１

　　　　一 〃、（４ｒ 、、一”’・、房）一 〃、 　¢、　６‘元一、．ｒ伽。ｒぴ’。１ ，。
　　　　　Ｓ＝１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　８＝１　　　‘＝１　　　　‘＝１

　　　　　　　　’一１　　　　　　　’一１
　　　：４ｒ邸一　０〃 ’一ｒ　¢、（〃’一、一”ト、９）

　　　　　　　　‘＝１　　　　　　８＝１

　　　　　’一１
　　　　一　０‘¢Ｈぴ。。一 伽。。一伽。 ，。
　　　　　‘＝１

　　　　　　（定義によりぴ１。＝４。一”。房＝Ｏであるから）

　　　　　　　　’一１　　　　　　　’一１
　　　：４ｒ”凋一　０〃 ’一ｒ　¢、（４’一、一”’一、房）一 伽。。一ぴ’。。 ，。
　　　　　　　　‘；１　　　　　　Ｓ＝１

　　　＝吹一洲ト１＝吻

　　となる。またカ＜に〃についても同様の結果が成り立つので

　　　　吻＝吹一Ｘ’¢，〃＝１ ，… 〃

　　である 。／／／

Ｄｅ丘ｍｔ１ｏｎ４２の変換の結果

　　４＝Ｘ¢十〃，〃～〃”（Ｏ，ｏ
’２Ｚ”）

を直接扱うことになるので，この関係からすぐに¢の完全な条件付き分布が求められる 。

　次にいくつかの表記を定義し，完全な条件付き分布について述べる 。

表記

　　Ｂ”…Ｂ。十〇
一２Ｘ＊１Ｘ ＊， ¢”…¢。十ヅ２×１Ｘ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２９）

２９



　３０

Ｐｒ１ｏｒ ｄｅｎｓ１ｔｙについて

立命館経済学（第４９巻 ・第１号）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　 冗（ぴ・１９，¢，０，・２斥ク（¢，０，・２）＝（・２）・”／２１９（¢，０）１１／２・・ｐ一 　紬（¢，０）一１ぴ。 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２ｏ
・２

　　ク。（¢）…カ（¢ｌｏ，・２） ，カ２（ｏ）…ク（¢１¢，・２） ．

　　 ６１…ｌｌ〃＊ Ｘ＊創２，６２…ぴｌｇ（¢，０）一１ぴ。
．

　まず ぴ。 の完全な条件付き分布の平均と共分散行列を求める。これは全時点の情報及び他のパ

ラメータの情報が与えられたときのぴ。 について考えればよいので，Ｋａ１ｍａｎフィルターによる

平滑化を考えればよい。　般に，６、・” とＲ ，１” をそれぞれ時点３における平滑化推定量とその共分

散行列とすると平滑化方程式は

　　６，１”＝６、．、十Ｂご（６、十１１”一Ｇ６，１、），

　　Ｒ．１”＝Ｒ ，１、十Ｂ７（Ｒ、十１１”一Ｒ、、１■、）３ ＊

　　カ＝〃一１，〃一２，… Ｏ

と表現される。ただし

　　所＝Ｒ ’１〃二 、１， Ｏ≦１≦・一１
，

Ｒ二 １１、 はＭｏｏｒｅ－Ｐｅｍｏｓｅの逆行列で

　　Ｒ二 １１、＝（Ｒ二十１■、凧十１１１）・１Ｒ二、１１。

である。この平滑化方程式を時点 〃から逆方向に作用させていけば，ぴ。 の完全な条件付き分布

の平均 ぴ。Ｉ。 と共分散行列Ｒ．１” が求められる。以上の表記を使って，誤差項がＡＲＭＡ（ヵ，¢）に

従う回帰モデルのシミュレーションに使う完全な条件付き分布を提示する 。

Ｐｍｐｏｓ１ｔｉｏｎ４．１Ａｓｓｕｍｐｔ１ｏｎｓ　Ｍ，Ｓ，Ｉ，およびＰの下で，９，¢，〆，０の完全な条件付き分布

　　は次のように与えられる 。

（ｉ）創 ４， ¢一。，ぴ。～Ｗ此（Ｂ二１（瑚。十・ 一２Ｘ＊１〃 ＊） ，ＢＪ
１）

，

（ｉｉ）¢１〃
，¢一。，ぴ。・・ ク。 （¢）・〃カ（＠；

１（¢。¢。十ヅ２×１の ，¢；
１）１Ｓ

。，

帥ｏ２１〃，¢．、・，〃。～１Ｇ（（リ。十・十刎）／２，（６。十６１＋ｄ。）／２）
，

細ぴ。１４，¢～ル（６。・”，
Ｒ．１”）

，

　　　　　　　　　　　　　　　 ”　　　　　１（・）冗（ｏｌ〃，¢．。，ぴ。）。・ク。（ｏ）・〃・・ｐ一 　・、
（ｏ）２

　　　　　　　　　　　　　　　 １昌１　　　２ｏ
・２

　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　 ｘｅｘｐ一一（０－０

ｏ） １６）ｏ（０－０ｏ）１．ｓ
、．

　　　　　　　　　　　　２

Ｐｍｏｆ（１）Ａｓｓｕｍｐｔｌｏｎ ＰとＬｅｍｍａ１より明らか 。

　　　（・）Ａｓｓｕｍｐｔ１ｍＰとＬｅｍｍａ２より明らか 。

　　　（ｍ）Ａｓｓｕｍｐｔ１ｏｎ　ＰとＬｅｍｍａ１より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３０）



　　　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｍｕ１ａｔｌｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　　３１

　　　　　　　 ０２１〃，¢ ．、。， ぴ。

　　　　　　　　～１Ｇ（リｏ ／２ ．　６０／２）×１Ｇ（〃ｚ ／２．　６２／２）×１０（〃／２，　”１／２）

　　　　　　　　　＝１０（（レｏ＋〃 一ト〃２）／２，　（６ｏ＋６１＋ｄ２）／２）

　　　　（ｉ・）表記に関する説明より明らか 。

　　　　（・）完全な条件付き分布の定義より明らか。／／／

４． ２．３　実用のためのノート

　Ｐｒｏｐｏｓｌｔ１ｏｎ４１に明らかなように，房，〆，ぴ。 は完全な条件付き分布の形からＧ１ｂｂｓサンプ

ラーにより直接生成できるのに対し，¢と０についてはＭＨアルゴリズムを使う必要がある 。

　¢については，侯補を生成する密度関数¢（¢
（‘）

¢）を地（¢；１（¢。¢。十ヅ２×
１４）
，¢；

１）１Ｓ
、の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　３）
密度関数とし（独立連鎖），¢１をこの分布から抽出したサンプルとする。このときＭＨアルゴリ

スムでは，侯補¢１は確率

　　　　　　　　　　　ク。（¢
１）

　　 ぴ（¢
（‘）

¢１）＝ｍｉｎ 　　　，１
　　　　　　　　　　　ク１（¢

（‘）

）

で採択される 。

　０については，侯補を生成する密度関数として 冗（０１〃，¢。， ぴ。）を切断された正規分布で近似

したものを使う 。

　　 ク（０１４，房，¢，〆，０）

　　　　　　　　　　　　１　　　　…¢（０）ｃ（ｅｘｐ　一一［０一〃２（０ｆ）］ １，１（０ｆ）■１ ［０一〃２（０ｆ）］　１８、　　　　　　　　　　　　　　　　　（１９

　　　　　　　　　　　　２

ただし０ｆは０の非線形最小２乗推定値であり ，

　　閉（０寸）＝ｙ（０ｆ）［０００〇十〇一一２〃（０
ｆ） １（〃（０ｆ）十〃（０ｆ）０ｆ）］～¢×１

，

　　ｙ（０ｆ）＝［０。十〇 ｉ２ 〃（０ｆ）Ｗ（０ｆ）］一１ ｑ×口
，

　　 〃（０ｆ）＝〃 ＊（０ｆ）一Ｘ ＊（０＋）房～〃×１ ，

　　　　　　６〃（０）
　　〃（０＋）： 　　 。一６１～・ｘｇ

，

　　　　　　　６０
１

である 。また〃（０ｆ）の各要素肌は次の漸化式により計算される 。

　　　　　Ｏ，　　　　　　　　　　　な≦Ｏ ，

　　肌“＝
　　　　　～（の 一み、１

０＋
〃一１ ，１

（０＋），な＝１，…
・， １：１ ，… ¢・

次にどのような近似計算をして（１旬式を得たのかを述べる。まず 〃’ （０）を０＋のまわりでＴａｙ１ｏｒ 展

開し，２次以上の項を無視する 。

　　吻（０）＝吻（０ｆ）一〃’ （０－６
ｆ）

３）切断されていない正規分布からサンプルを抽出し，８¢に入るものを使えばよい 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３１）
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ただし〃’ は〃の第な行である 。Ｐ・ｏｐｏ・ｉｔｉｏｎ４ ．１（ｖ）に代入すると

　　 ”　　　　１　　　　　　　　　　１
　　１７ｅｘｐ　一　　　　〃’ （０）２　ｘ　ｅｘｐ　一一（０－０ｏ） １６）ｏ（０－０ｏ）　１・ｓ

，

　　Ｈ　　　２〆　　　　　　　　２

　　　　 ”　　　　　１
　　　二 〃ｅｘｐ　一　　　　（〃’ （０ｆ）一〃’ （０－０ｆ））２

　　　　 ト１　　　２〇
一２

　　　　　　　　　１
　　　　 ｘｅｘｐ一一（０－０

ｏ） １６）ｏ（０－０ｏ）１ｓ
．

　　　　　　　　　２

　　　　　　　　１　　　＝ｅｘｐ　一　　　　（〃（６吋）一閉７（０ｆ）（６－０ｆ）） １（〃（０ｆ）一閉７（０ｆ）（０－０ｆ））

　　　　　　　　２ｏ
・２

　　　　　　１
　　　　一一（０－６

。） １（０。（０－０。）１ｓ
，

　　　　　　２

　　　　　　　　　１
　　　　 ｃ（ｅｘｐ　一一［０一閉（０

ｆ）］ １－１（０ｆ）・１［６一吻（０ｆ）］　１ｓ
．

　　　　　　　　　２

となる。侯補を生成する密度関数¢（０）から抽出された侯補０１は確率

〃） ぴ）一・ｉ・ ”） ，・１

　　　　　　　　　　　ク。（０
（‘）

）

で採択される。以上のようにして回帰モデルの誤差項がＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）に従う場合でも ，ベイジ

アン計量経済学の枠組みで推定することができる 。

５　計量経済学への応用例２

本節ではＪａｃｑｕ１ｅｒ　Ｅ ，Ｎ　Ｇ　Ｐｏ１ｓｏｎ，ａｎｄ　Ｐ　Ｅ　Ｒｏｓｓ１（以下ＪＰＲ）（１９９４）の研究を概説し，ベイ

ジアン計量経済学の枠組みにおけるＳｔｏｃｈａｓｔ１ｃ　Ｖｏ１ａｔ１１１ｔｙ（ＳＶ）ｍｏｄｅ１の分析方法を紹介する
。

　５．１　モデルとＭＣＭＣによるアプローチ

　　般的にＳＶ　ｍｏｄｅ１では，時系列テータのベクトル〃を確率モデルク（〃１〃）から生成したも

のとみなす。ただし〃はボラティリティのベクトルであり ，各時点における〃、の分散は〃，であ

る。 ホラテイリテイ〃は観察されないため，確率メカニスムカ（〃１〃）によって生成されると仮

定する。このときテータの密度関数は

ク（４１・）＝〃〃１・）肋

一戸寮”午”チ）ク寮”チ）肋

：〃ル ・）〃１・）肋

＝〃ル）ク（〃１・）肋

（３２）



　　　　　　　　　　Ｍａｒ
ｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｍｕ１ａｔ１ｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　　３３

で与えられる 。

　まず簡単なＳＶモデルから考える。時系列データ４、の分散が１ｏｇ－ＡＲ（１）過程に従うとする 。

４、＝ 河〃、， ｌｎ〃、＝ぴ十６１ｎ〃、１＋ｏリレ，，

ただし伽とリ’ は互いに独立で，ともにＷＤ（０，１）に従う 。このとき

　　ぴ
〃＝　６

　　の

である。ベイジアン ・シミュレーションの枠組みで，平均の式に外生的な説明変数を加えたり ，

分散の対数がＡＲ（ｐ）過程に従うように拡張するのは簡単である 。

　最も簡単なＳＶモデルにおいても尤度関数は丁次元の積分

１（・）＝〃ル）州 ・）〃

として表される。ただし

　　 ぴ　　　　〃１　　　〃 １

〃＝　６　，４：　　　，〃：

　　 ○レ　　　伽　　　　伽

である 。この積分を解析的に解くことは容易ではない（Ａｐｐ．ｎｄｌ。 を参照）ので，数値的に計算す

るしかない。単純な方法としてＭｏｎｔ． ｃ。。１ｏ 積分がある。例えば，「事前分布」力（〃１〃）からシ

ミュレートしたサンプフ〃‘（ゴ＝１，… Ｈ）を使って条件付き尤度関数の平均値

一　　　　　Ｈ
１（〃）：　力（４１〃‘）／Ｈ

　　　‘＝１

を計算する。つまり ，尤度の分布の平均がわからないので，条件付き尤度関数の期待値を求めて

いる。よく知られているように，伽の次元が増えるとこのような方法はうまくいかない 。

Ｄａｍｅ１ｓｓｏｎａｎｄＲ１ｃｈａｒｄ（１９９３）はインポータンス ・サンプリング（ｍｐｏｒｔ．ｎｃｅ．ａｍｐｌｍｇ）の方法

を使って，より正確な積分計算の方法を提案している。ここでは詳しく述べないが，Ｄａｍｅｌｓｓｏｎ

ａｎｄ　Ｒｌｃｈａｒｄ（１９９３）の方法は，積分計算に最適なインポータンス関数（ １ｍｐ。。ｔ．ｎ。。ｆｍ．ｔ１．ｎ）を設

定するのに膨大な数の尤度関数を計算しなければならないため，実際的な方法ではない 。

　ＳＶモテルの特定化は，階層的構造（ｈ１。。。。。ｈ１。。１．ｔ．ｕ．ｔｕ。。）をもつ条件付き分布を用いて行なわ

れる。この階層は，４１〃の条件付き分布，〃１〃の条件付き分布，〃の事前分布の３階層に分れ

る。 ある意味でク（〃１〃）に対応するＳＶの式は，ハイパーパラメータ〃をもつ事前分布と解釈

することも可能である。また〃と〃の同時事後分布はこれら３つの分布の積に比例している 。

この意味においてＪＰＲ（１９９４）では，ゐを使ってパラメータベクトルを〃 から（〃，〃）Ｅ９×Ｈ

に拡張している 。Ｂａｙｅ・ の定理から〃と〃の同時事後分布は

（３３）
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　冗（〃，〃１〃）ｏ（カ（〃１〃）カ（〃１〃）ク（〃）

で与えられる。この同時事後分布のうち，ＳＶモデルのパラメターの推定には周辺事後分布 冗（〃

１〃）を使い，周辺事後分布 冗（〃１〃）は観察されないボラティリティの平滑化問題の解を与える 。

これらの周辺分布を計算するために，定常分布 冗をもつＭａｒｋｏｖ 連鎖を構築する 。

　適切なＭａｒｋｏｖ 連鎖サンプラーを構築するには同時事後分布をどのような条件付き分布に分

解するかが問題となる。例えば，〃が与えられたときの〃の事後密度関数ヵ（〃１〃，〃）は，通常

のベイジアン計量経済学における線形モデルの問題として簡単に計算される 。もしまたヵ（〃１〃
，

〃）から直接サンプルを抽出することが可能ならば，ヵ（〃１４，〃）とク（〃１〃，〃）から交互にサン

プルを生成し，Ｍａｒｋｏｖ 連鎖をつくることができる 。

　ＳＶモデルではク（〃１〃，〃）から直接サンプルを生成するには大変にコストがかかるので，そ

の代わりにク（〃１〃，〃）をさらにク（〃、１〃 ．、， 〃， 〃）の集合に分割する。ただし〃 ．、 はベクトル

〃のうち伽を除いたものである。この１変量分布から直接サンプルを生成することはできない

ので，ＪＰＲ（１９９４）ではＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 採択／棄却サンプリング法を使っている。この方法では条件

付き密度関数ク（伽１〃 一’， 〃， 〃）から直接サンプルを生成しなくても ，Ｍａｒｋｏｖ 連鎖の定常分布

として事後分布が得られる 。この方法は「ｃｙｃ１１ｃ　ｍｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ　Ｍｅｔｒｏｐｏ１１ｓ　ｃｈａｍ」として知られ

ている 。

　５．２　ＭＣＭＣの構築

　Ｍａｒｋｏｖ 連鎖を構築するために，まずク（〃１〃，〃）から抽出する方法を説明し，次にク（〃１〃 ，

〃）から間接的に抽出する方法を説明する。簡単のため房＝（ぴ，６）１とおき ，〃＝（房
１， ｏリ）１の事

前分布として通常の自然共役分布を仮定する 。

ク（房，ｏリ）＝ク（釧 ｏリ）ク（ｏツ）

釧・リ～〃（９，狽
一１）， ・ト １Ｇ（リ。，・；）

ただし房，Ａ，リ０，Ｓ０ はハイパーパラメターである。このとき〃をデータとしてみたときの〃の

事後分布は

ク（〃１〃）：ク（〃，〃）／カ（〃）＝カ（〃）ク（〃１〃）／力（〃）

　　　　ｃ（ク（〃）カ（〃１〃）

　　　　　　　 「　　１　　　　　　１
　　　　ｏｃク（〃）〃　　　　　　　ｅｘｐ　－　　　２（１ｎ伽一ぴ一６１ｎ伽＿１

）２

　　　　　　　 １一・ 仮ｏリ　　２ｏツ

であり ，〃をデータとしたときの〃１〃の事後分布は

　　　ク（〃１〃，〃）＝カ（〃，〃，〃）／ク（〃，〃）＝カ（〃１〃，〃）ク（〃，〃）／ク（〃，〃）

　　　　　　　　　 ＝カ（〃１〃，〃）カ（〃１〃）ク（〃）／カ（〃，”）

　　　　　　　　　 ｏ（カ（〃１〃）ク（〃１〃，〃）

　　　　　　　　　　（ク（〃１”，〃）＝ク（４Ｉ〃）であるから）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３４）



　Ｍａｒ
ｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏ　Ｓｌｍｌａｔ１ｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）

　　　　　　　　　　　　　　２　　　　　「　１　　　　吻・・カ（〃１〃）〃 　　 ・・ｐ－
　　　　Ｈ 凪　　　

２伽

３５

で与えられる。これにより ，多変量正規分布やガンマ分布を使って簡単に〃を抽出できる 。ま

た同様にしてＡＲ（ｐ）モデルに拡張することもできる。過剰にサンプルを抽出するのを避けるに

は， 自己回帰項の係数に「ｄａｍｐｍｇ　ｐｒ１ｏｒ」を仮定すれぱよい
。

　ここでｇｌ　ｏ
リ，

〃， ４の分布とｏリ１房，〃，４の分布を具体的に示しておく 。

工：

１ｎ〃
。

１ｎ

加

ｒｘ１，Ｘ：

１　１ｎ〃
。

１　１ｎ伽一１

ｒｘ２，Ｈ：

と定義すると ，〃１〃の事後分布は

　カ（〃１〃，４）

　　　ｏ（力（釧 ｄリ）カ（ｄリ）ク（〃１〃）ク（４１〃）

　　　　　　　　　　　１　　　 一　　　　 一　　　・・１Ａｌぺ・・ｐ一 　。（卜房） １Ａ（房一房）

　　　　　　　　　　２ｏレ

　　　　　 ーｒ　　　　１
　　　　ｘｏリ　ｅｘｐ－　　２（工一Ｘ９） １（工一Ｘ汐）
　　　　　　　　　　２ｏリ

１ｎ〃。　　０

Ｏ　　　ｌｎ伽

ぺ（リ・・十１） ・ｐ［一・；／ ４１

ｌＨ１－１／２・・ｐ 　１
一一ポＨ

■１

４
　２

ｒＸＴ
，

となる。これにより

ク（ｏレ１〃
，４，房）

　　
一２（レｏ＋ｒ／２＋２）

　ｏ（０レ　　　 ｅｘｐ

１　　　　 一　　　　 一
　２［（房一房） １Ａ（房一房）十（工一Ｘ芦） １（工一Ｘ房）十２ｓ；］

２ｄ
レ

となる 。これにより

ｄレ１〃
，〃，卜１Ｇ（ｒ／２＋ソ。十１，Ｂ／２）

ただし ，

Ｂ…（房一９） １Ａ（房一房）十（ムーＸ９） １（工一Ｘ芦）十２ｓ；

である 。また

ク（釧〃
，４，ｏ

レ）

　　　　　　１
　ｏ（ｅｘｐ■
　　　　　２０２

　　　　　　１
　ｏ（ｅｘｐ‘
　　　　　２０２

［（房＿房） １Ａ（房一房）十（工一Ｘ汐） １（工一耶）］

［房一（Ｘ ｌＸ＋Ａ）一１ （ＸｌＬ＋Ａ房）］ １（ＸｌＸ＋Ａ）［ ・］

であるから ，

房１〃
，〃，〇

一レ～〃（Ｃ，４（ＸｌＸ＋Ａ）・１）

（３５）
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である。ただし
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Ｃ…（Ｘ■Ｘ＋Ａ）‘１ （Ｘ１工十Ａ汐）

である 。

　次に〃１〃，”から直接抽出せずに，１変量条件付き密度関数ク（伽１伽 ．１，伽。。，〃，４） ，〃：１ ，

…， ｒについて考える。もしこの条件付き分布から直接サンプルを抽出できるのならばＧ１ｂｂｓ

サンプラーを使えばよいのだが，これはできない。この条件付き分布は通使の扱いやすい分布に

は従わないからである 。〃、のＭａｒｋｏｖ 性とＢａｙｅｓ の定理より ，〃
、１〃

、．。，〃 、十。，〃，〃の密度関数

は

カ（〃、１〃
、．１，〃 、十１，〃，４

、）

　＝ク（伽 ＿１，伽，伽 十１，〃，〃
’）／カ（伽

＿１，仏 十１，〃，４
’）

　＝カ（〃、１〃
、．１，〃 、，

〃、十１，〃）ク（〃
、．１，〃 、，

〃、十１，〃）／カ（〃
、．１，伽 、１，〃，４

、）

（吻は伽にのみ依存するので）

＝カ（４一伽）ク（伽十１１伽，伽 ．１，〃）ク（伽，伽 ．１，〃）／カ（伽 ．１，伽 。１，〃，４
１）

（〃
’。。 は〃 ’一１ には依存しないので）

＝力（４，１〃、）ク（〃、十。１ゐ
、，
〃）ク（〃、１〃

、．。
，〃）カ（〃、。，〃）／カ（〃

、．。，ゐ 、十。，〃，〃
，）

ｃ（ク（４，１〃、）カ（〃、十１１〃
、，
〃）ク（〃、１伽

．。
，〃）

　　　　　　　〆　　　（１・〃、十１一ぴ一６１・〃 ，）２
・・ 〃ｒ

１／２

・ｐ一 　灯、・・ｐ－ 　　　 ２　　　　　　２伽　　　　　　　　２ｏツ

　　　　　　　（１ｎ伽一ぴ一６１ｎ伽一。）２
・〃；１・・ｐ－

　　　　　　　　　　２ｄ２
　　　　　　　　　　　　リ

　　　　　　　〆　　　（１・〃，一４ 、）２
・・ 〃ｒ

１／２

・ｐ一 　〃ｒ
１・・ｐ－

　　　　　　２伽　　　　　　　２ｏ・
¢ｏ

となる。ただし

〃＝（ぴ（１－６）十６（ｌｎ伽。１ ＋ｌｎ伽．１））／（１＋６
２）

ｏ－２＝ｏ３／（１＋６ ２）

である。この密度関数から直接サンプルを抽出できないので，採択／棄却サンプリンク法の使用

を考えてみる。確率変数”を密度関数ク（”）から生成できないとき ，

カ（”）≦６¢（”）ｆｏ・ａ１１”

となるような定数 ６が存在するように採択／棄却密度関数口（”）を設定する。問題となっている

条件付き分布に採択／棄却法を適用するには，条件付き分布の基準化定数が未知であり ，時問と

共に変化することに注意しなければならない。すなわち，クよりも大きい値をとるような採択／

棄却密度関数が使えるとしても各時点においてサンプル抽出を効率的にするような定数 ｏを求め

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３６）
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なけれはならない。この場合，乱数発生法の文献［例えはＲ１ｐ１ｅｙ（１９８７，Ｃｈ．ｐｔ。。３）１にあるよう

な境界となる関数からの抽出法は使えない 。

　この問題に対しＪＰＲ（１９９４）ではＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ 連鎖を使っている。Ｍｅｔｒｏｐｏｌ１ｓ 連鎖では，単変

量条件付き密度関数ヵに形が似ていて，サンプルを簡単に抽出できるような¢を設定する 。この

とき ｏｇは必ずしもクより大きい値をとる関数である必要はない。ＪＰＲ（１９９４）では侯補を生成す

る密度関数として条件付き分布と少し似た分布を設定し，独立連鎖を構成している 。まず¢ｏ式の

最初の部分はカンマ分布から生成された変数の逆関数の密度関数である。ここで逆カンマは

Ｘ～１／Ｚ，Ｚ～Ｇｏ（¢，１／刃）

Ｐ”（”）＝ 〃／ｒ（¢）” 一（¢十１）・ｘｐ（一〃”）

で定義される 。¢Ｏ式の後半部分は対数正規密度関数であるが，この２次までのモーメント

Ｅ［〃 、１・ １：・・ｐ（・２ ／２） ，Ｅ［〃：１・ １＝・・ｐ（２・２）

を逆ガンマ密度関数の２次までのモーメントに対応するように近似する。このとき¢Ｏ式の近似式

はノ弍ラメータ

¢＝（１－２・・ｐ（・２））／（１一・・ｐ（・２））十１／２，刃＝（¢一１）（・・ｐ（４、十・２ ／２））十〃２

をもつ逆ガンマ密度関数として表される 。

　完全な状態空問（〃，〃）ＥＨ×９においてＭａｒｋｏｖ 連鎖を構築ふるために，ｒ個のＭ
ｅｔｒｏｐｏ１１ｓ

独立採択／棄却連鎖をつなぎ合わせて〃ベクトルの各要素のサンプルやヵ（〃１〃，４）からのサン

プルを生成できるようにしている。すなわち，各ステッ プにおける採択／棄却密動関数から各連

鎖のサンプルを生成し，伽を修正する。このｒ個のＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 連鎖を循環させて〃を〃に更新

し， 〃１〃，４からサンプルを抽出して〃を〃１に更新する。結局このＭａｒｋｏｖ 連鎖では（〃，〃）

から（〃，〃１）に更新されることになる。あとはＭａｒ
ｋｏｖ 連鎖が定常分布 冗として（〃，〃）の同

時事後分布をもつことを示せばよい 。

　ＭＣＭＣの背景となる考え方は，ｅ．ｇｏｄｉｃ（既約および非周期的）で定常分布 冗をもつ推移核Ｐを

特定し，Ｍａｒｋｏｖ 連鎖を構築することにある。よく使われるＭａｒｋｏｖ 連鎖としてＧ
１ｂｂｓサンプラ

ーとＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ アルコリスムがある。いずれも任意の初期状態ＸｏにＭａｒｋｏｖ 運鎖を適用してい

くと定常分布 冗から抽出したサンプルに収束する。　般的にＭｅｔｒｏｐｏ１１ｓ アルコリスムは次のよ

うに使われる 。まずＱ（”，４）を侯補を生成する密度関数とし，時点〃においてＭａｒｋｏｖ 連鎖は

ＸＦ” にあるとする。このとき時点汁１の侯補４はＱ（”，４）により生成され，確率 ぴ（”，４）

で採択される。ただし

　　　　　　　ク（４）Ｑ（”，〃）
ぴ（”，４）＝ｍｉｎ　　　　　　　　　１
　　　　　　　力（”）Ｑ〃，”）

’

である。また棄却されたときは現時点の値をそのまま次の時点の値とする。冗については定数項

を省略した 冗（”）・・ヵ（”）さえわかればよい 。

　Ｍｅｔｒｏｐｏ１ｉｓの独立連鎖では現時点の値とは無関係に次の時点の侯補が生成される。すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（３７）
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独立連鎖では推移核はｏ（ム〃）＝／（〃）となり ，採択率は ぴ（”，〃）＝ｍｉｎ｛〃（〃）／〃（助，１｝で

与えられる 。ただし〃（２）：ヵ（２）／／（２）である。さらに棄却サンプリング法を使うときは採択

／棄却密度関数を¢として ，／（”）・・ｍｉｎ｛ク（”） ，６¢（”）｝となる。仮に６¢（”）がすべての”につ

いてク（”）よりも大きい値をとるならば，採択率は常にぴ（”，〃）＝１となりこのＭａｒｋｏｖ 連鎖は

単なるｉｉｄの採択／棄却サンプリングに退化する。ところがこの問題では ６ｑは必ずしもクより

も大きい値をとるわけではないので，〃（〃）／〃（”）が１より小さい値をとる場合がでてくる 。

この場合Ｍａｒｋｏｖ 連鎖はある点に１回以上留まることになる 。

　完全な状態空問（Ｈｘ９）の下でＭｅ廿ｏｐｏ１ｉｓ 独立連鎖を実際に使う際には，〃と〃の同時事後

分布の計算はできるけれども ，高次元の採択／棄却サンプリングを行なうため非常に非効率的で

ある 。この問題を避けるためＪＰＲ（１９９４）では，ベクトル〃のｒ個の要素のそれぞれの核と〃

１〃の条件付き分布の核の積を推移核

　　戸：１Ｐ１Ｐ。…戸。ア。１。

として定義している。ただしＰ’は 〃が与えられたときに〃、を更新し，Ｐ”１” は〃を更新する 。

　さて初期状態Ｘ。の影響がなくなるにはＭａｒｋｏｖ 連鎖の長さをどれほどとればよいのか。実証

分析では通常，最初のｒ＊個のサンプル以降は定常分布に収束したものとみなし，最初のｒ個

は捨ててしまう 。実際には，シミュレートされたデータから経験的にｒ＊を選ぶことになる 。ま

たＣｏｗ１ｅｓ　ａｎｄ　Ｃａｒ１ｍ（１９９６）で使われている方法で診断を行う
。

　５．３平滑化と予測

　ＳＶモデルの用途として，観察されない条件付きボラティリティの値を内挿的に推定
（。ｍ。。ｔｈｍｇ）することや外挿的に推定（ｐ。。ｄ１．ｔ１．ｎ）することはいずれも重要である

。

　平滑化の問題には，伽１〃の条件付き分布を計算しなければならない。ただし〃１＝（〃１，…
〃。）である。この分布が使えるのならば〃、の平滑化の推定値としてＥ［〃、１〃］を使えばよい。ま

たこの密度関数は観測できない〃、についての不確実性を集約している。ところがこの密度関数

ク（伽１４）を解析的に求めることは容易ではない。しかしながら同時事後分布 冗（〃，〃）から抽出

したサンプルを使ってこの密度関数のＭｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ 推定値を使うことができる 。

　ＪＰＲ（１９９４）では，Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒ１ｏシミュレーションの副産物として平滑化問題を解決している 。

ここでのＭｏｎｔｅ　Ｃ
ａｒ１ｏ サンプラーは定常分布として同時事後分布 冗（〃，〃）に従っている。平滑

化問題の解は，〃、の周辺事後分布ク（〃、１〃）で与えられる。すなわちベクトル〃について抽出し

たサンプルをそのまま周辺密度関数の推定値に使えぱよい。さらに周辺分布は

ク（～）＝丁ル１似４）ク（・１〃）伽

であるから，パラメータの不確実性も直接説明している。非線形フィルタリングの問題の解は

Ｅ［〃’１４］で与えられる
。

　ボラテイリテイの予測問題の目的は，将来のボラティリティで構成されるベクトルについてデ

ータが与えられたときの予測密度関数ク（〃１１〃）を計算することにある。ただし杉＝（伽 十１，・

（３８）



　　　　　　　　　　Ｍａｒｋｏｖ　Ｃｈａｍ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　Ｓｍｕ１ａｔｌｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ（浅井）　　　　　　　　　　　３９

加、北）である 。ＪＰＲ（１９９４）のアプローチでは，サンプル内と将来の両方の条件付き分散を含め

た〃の同時事後分布を計算し，将来の〃について周辺化すれぱ予測分布が得られる。ここで

　　　　　伽 十１
　　　　　　　　　　　　”　 。＿〃　　鮒＝　　　　　，が＝　　　，４一
　　　　　　　　　　　　〃／　　　　〃
　　　　伽 十比十１

と定義する。次の３つの条件付き分布をつなき合わせてＭａｒｋｏｖ 連鎖を構築する 。

　１ ．〃１〃ゆ〃 ＊， 〃

　２ ．が１ジ，〃

　３ ．〃１が

最初の条件付き分布についてはｉｉｄの正規変数を使ってサンプルを抽出できる。残りの条件付き

分布については５．２節説明した ｃｙｃ１ｉｃ　Ｍｅｔｒｏｐｏ１ｉｓ アルゴリズムを使って抽出すればよい 。

６　結びに代えて

　本稿では，ＭＣＭＣシミュレーション法とその計量経済学への応用について紹介した。特に計

量経済学への応用としてＡＲＭＡ（ｐ，ｑ）モデルの推定やＳＶモテルの推定方法を説明した。これ

らのモデルを組み合わせ，さらに誤差項に正規分布ではなく　般化指数分布を仮定したときの推

定法についてはＡｓａｌ（１９９９）を参照してほしい。本稿が読者諸氏のＭＣＭＣ理解の手助けになれ

ば幸いである 。

　Ａ叩ｅｎｄ１ｘ

Ａ　１ＳＶモテルの尤度関数について

　ここでは尤度関数が解析的には求められないことを示す。潜在変数である〃を積分する代わ

りに，〃をモデルから消去し変数変換を行なう 。モデルより

　　 １ｎ〆＝１ｎ〃、十１ｎ〆

である 。１ｎに、 について，両辺に６を掛けて１ｎ〆から引くと

１・〃ク＝６１・に１ ＋（１・〃。一６１・伽一。）十１・・１－６１・４．、

　　＝６１ｎ４二１＋ぴ十ｄソリリ十刀 ’

ただし

刀、…１・・：一６１・・１．、

である 。

　仙の分布を求めるために変数変換

（３９）
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　　　 ・２　　 刀、

　　　　’　→
　　　２　　　　　　　　２
　　　 〃ト１　　　　”３＿１

を考える。ここで

　　２　　　２　　 〃’：〃’＿１２肋

であるから ，変換のＪａｃｏｂ１ａｎ は

　　　　 ６〆　 ６〆

　　　　　６刀１　 ６４
．１
　　 〃：三

、２伽　６４ユ・１） 伽
　　ノ＝ 　　　　 ＝　　　　　　＝２・：三１・・ｐ刀、＞０　　　　 ６４

，１
６４

．、 　一 〆．１ ／６ 　１
　　　　　６刀１　 ６〆

．１

である 。４～１１ｄＸ２（１）であるから〆と〆
．、 の同時密度関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２　　　　　　　　　　　２
・（“一・）一［・

１／２
・（…）１一・・ｒ

１…（一 号）・一。…（一”麦・）

で与えられる。よって刀、と〃＝．１ のｊｏｉｎｔ　ｐｄｆは

・（い二・一・・［・・…（…）１・（榊
一・・・…（一”今〆）ぺ１…（一 舌・

）
　　　　　　一［・ １／２・（…）１一・・巾・・…一÷（伽・４．。）

で与えられる。よって刀、についての周辺分布は

／（刀１）＝工７（刀
１，

〆．、）６４．１

を計算すればよいのであるが，これは解析的には簡単に解けない。従 って１ｎ〆の分布も解析的

に求めることは容易ではない 。

Ａ． ２新たな方法

　現在では〃を生成するのにＪＰＲ（１９９４）よりも簡単な方法がある。ここでは惨択／棄却アルゴ

リズムを使う方法を紹介する。このアルゴリズムについては５．２節で紹介したが，ＪＰＲ（１９９６）

はク（伽１ん
’一。，伽 。１，〃，４。）を上回るような関数の導出は困難であると考えて，ＭＨアルコリス

ムを使 った。Ｐ１ｔｔ　ａｎｄ　Ｓｈｅｐｈａｒｄ（１９９５）が提案し，拡張したアイテアを使えばこのｂｏｍｄｍｇ

ｆｍｃｔ１ｏｎ を導出できる 。〃，１伽 ，。，伽 、１，〃，４。の密度関数の対数は¢Ｏ式より

　　 １・（ク（伽１〃ト１， 伽。１，〃，〃
、））＝・…ｔ＋１・（力ご）

ただし

　　　　　　　　　　　　２　　１。（ク７）一一３１、・、」」１（１、・
。一。

，）・ 　　　　　　　 刎
　　　　　　　２　　　２伽　２ｏ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４０）
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である 。伽＝ｅｘｐ吻とおき ，

無視すると

４１

ｅｘｐ（±〃、）を〆（＝１ｎゆのまわりでＴａｙ１ｏｒ 展開し２次以上の項を

１
　　＝・・ｐ（一・、）≧ ・・ｐ（一・７）一（・、１７）・・ｐ（一・プ）

伽

　　　１

＝　 一（１・〃，一１・ゆ／げ　　炉

となる 。 この結果を使い¢１）式を書き直すと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２
１。（カア）・一３１。〃ｒ吻１（１・１。〃１－１。〃、）１（１。〃

、一。
、）・

　　　　　　　　　　２　　　２　げ　　　　　　　 ２。・

一…卜
；２１・・ｒ（・汁 穿一３１２ ）２

＝１・（９
，＊）

．

すなわち９戸 は平均と分散がそれぞれ

　　　　　　　　伽２　 ３・２
閉ご：４，十　　　　　　 ，０

－２

　　　　　　　　　２〃＊　　２
　　　　　　　　　　　‘

の正規分布の密度関数で ，力（〃
、１・ ）のｂｏｕｎｄｍｇ　ｆｕｎｃｔ１ｏｎ である 。従って，〃

、１・
の密度関数から

サンプルを生成するには，ＬＭ（材，ｏ２）から抽出したサンプルを確率〆 ／ｇ戸で採択すればよい 。
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